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Цр даслоБк 
Во всесоюзной программе по ат(»шой физшсе (1977 г. изда­
ния) в рамках курса общей физики для студентов III курса фи­
зических специальностей включена глава, посвященная физиче­
ским основам квантовой механики. В сопроводительном письме к 
проірамме выдвигается требование о том, чтобы студентов по­
знакомить с основными понятиями квантовой механики Считает­
ся необходимым сформировать у них умение подходить с по­
зиций квантовой механики к описанию явлений микрсшира. 
К сожалению, на сегодняшний день отсутствует такой учеб­
ник, который бы полностью соответствовал всесоюзной проірам-
ме. Правда, существует учебник атомной физики Шпольского 
/I, 2/. Однако он не охватывает всех вопросов проіраммы. К 
тешу £6, материал в этом учебнике представлен несколько рас­
плывчато, а в некоторых вопросах (например, момент импульса) 
нет единого подхода. 
В условиях современной научно-технической революции ва­
жен и объем учебника, который бы был в соответствии с реаль­
ным бюджетом времени студента. На основе методических иссле­
дований оптимальный объем учебника должен равняться примерно 
одной четверти или одной трети количества часов, отведенных 
для лекций по предмету. Большой объем учебника /I, 2/ (около 
900 страниц), как видно, никак не соответствует такому тре-
бованшо при малом количестве часов для обучения атомной фи­
зшсе (51 час). 
В данном учебном пособии сделана попытка представить 
главу о физических основах квантовой механики курса атслшой 
физики в рамках цроіравямы с учетом бюджета времени студента. 
Учебное пособие составлено на основе лекций, црочитавных 
студентам III курса физического отделения ТІ7. Студентам 
предложено руководство, позволяющее подходить к описанию яв­
лений микромкфа на базе квантовой механики. Подход, выбран­
ный автором несколько лет назад, ближе всего к последнему 
изданию учебника по общей физике Савельева /3/, который со­
держит главу, посвященную квантовой механике. В отличие от 
учебника /3/, метод изложения которого местами декларативно 
лаконичен, в данном учебном пособии мы постарались более по­
дробно остановиться на выработке квантовомеханических поня­
тий. 
§ I. Гшотеза де Бройля 
Воображения и интуиция помогают 
мысли осуществить великие завоевания. 
Л. де Бройль. 
Б начале нынешнего столетия физики занимались исследова­
нием корпускулярно-волнового дуализма света. Б 1924 г. фран­
цузский физик Л. де Бройль выдвинул гипотезу, что дуализм не 
только характеризует оптические явления, но и обладает уни­
версальным значением. Л. де Бройль обратил внимание на то, 
что в оптике, вплоть до открытия фотоэффекта не учитывался 
корпускулярный аспект. Он предполагал, что при исследовании 
частиц вещества (электронов, протонов, атомов и т.д.) была 
допущена ошибка обратного типа, а именно; не учитывался вол­
новой аспект. 
Для построения своей гипотезы де Бройль исходил из сле-
дущих соображений. Он использовал полученные в начале про­
шедшего столетия Гамильтоном результаты, показыващие, что 
основные уравнения механики и геометрической оптики можно 
представить математически в одном и тем же виде. Таким обра­
зом, существует некоторое соответствие меаду механикой и 
геометрической оптикой. Также хорошо известно соответствие 
между геометрической и волновой оптикой. Геометрическая оп­
тика является предельным случаем волновой оптики, когда 
частота света становится особенно большой. Исходя из этих 
соображений де Бройль предположил, что частицы обладают вол-
новывяи свойствами, которые надо описывать с помощью новой 
физической теории - волновой механики. Здесь де Бройль пред­
положил, что между волновой механикой и волновой оптикой 
имеется соответствие, аналогичное соответствию между обычной 
механикой и геометрической оптикой. Также он, аналогично со­
ответствию между волновой и геометрической оптикой, предпо-
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лохил, что волновая механика является более общей теорией, 
из которой в предельнсш случае вытекает обычная механика. 
Так получился следущий четырехугольник соответствий: 
механика — геометрическая оптика (d)\  l (S j  
волновая механика волновая оптика. 
Позже волновую механику стали называть квантовой механи­
кой. 
Приступим к детальному рассмотрена гипотезы де Бройля в 
случае свободной частицы. По де Бройлю, в корпускулщ)ном ас­
пекте частица характеризуется энергией Е и импульсом р , в 
волновом аспекте - частотой V и дшаной волны X . Поскольку 
оба аспекта характеризуют одну и ту же частицу, между ними 
должна существовать определенная связь. Де Бройль постулиро­
вал эту связь при помопщ jsjsjj. равенств: 
Е ] 
р = > 
(І.І) 
я 
где к - постоянная Планка (Х= 6,626196 * 10"^^ Дж*с). 
В дальнейшем вместо длины волны Д чаще будем использо­
вать волновое число 
к ^ 4г - (1.2) 
сходя Отсюда можем, и из систош (1.1), записать 
е 
Г 
= А \ ^ ^ 
Свободную частицу де ^ юйль описал в волновсм аспекте с 
помощью плоской волны: 
л!г- ^ 
Y--Ae , (1.4) 
где п - амплитуда. Я- - коорданата п t  -  время. Функщш '" 
называется волновой функцией. Физический смысл этой функции 
объясним позже. Но сначала отметим одно уцрощенное следст-
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fize: если частшщ нет, то волновая функция равняется нулю; 
если частица (чествует, то волновая функцня отлична от ну­
ля. 
Іфедставии волной функцию свободной частицы в виде, в 
котор(мі волновое число и частота выражаются через импульс и 
энергию. Таким образом, из вьфажения (1.4) с помощью выраже­
ний (І.І) и (1.2) получим волновую функцию свободной ттяпфитрі 
в том виде, в котором это обычно представляется в квантовой 
механике: 
• f r  ( f x  - e t )  
t'-й е. 
где постоянная 
^ = ^  (1.6) 
называется достоянной Диоака^. Символ І читается "аш пере­
черкнутое". Численное значение 'к = 1,054592 * 10"^ Дж.с. 
Напомним, что де Бройль пытался представить свою гипоте­
зу универсальной. Поэтому выражения (І.І) и (1.4) построены 
так, чтобы получить согласие с ранее рассмотренным случаем 
света. Выражение (1.4) при этом отражает непосредственно со­
ответствие (с) в вышеприведенном четерехугольнике. 
Заметим также в связи с универсальным характером гипоте­
зы де Бройля, что в этой гипотезе пытались отразить и тот 
случай, коіда частицы движутся с большими скоростями. Поэто­
му в выражении (І.І) энергия и импульс принимаются в смысле 
теории относительности, т.е. 
Е (1.7) 
Р '  ГП о , )  
Здесь ^  - масса движения 
м . -^ 5=^  . (1.8) 
I В научной литературе наряду с к постоянную ^ называют 
также постоянной Планка, в учебной литературе все же по­
лезнее для обеих постоянных использовать разные названия. 
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TjsfiM, - масса покоя, ^  - скорость движения частицы и с -
скорость света в вакууме. 
С целью дальнейшего использования выпишем также выраже­
ние , из которого вытекает зависимость энергии ^  от импуль­
са р : 
Е = . (1.9) 
§ 2. Свойства волн де Бройля 
Дтія начала найдем связь между волновым числом и частотой 
для волны де ^ йля. Для этого исходим из выражения (1.9) и 
выражаем энергию и импульс через частоту и волновое число с 
помощью выражения (І.З). Так находим: 
у = Щ' . (2.1) 
Проведем здесь сравнение с исследованием световых явле­
ний. У фотонов (световых частиц) отсутствует масса покоя. 
Приняв в выражении (2.1) /Пв -О, получим при помощи выраже­
ния (1.2) известный из курса оптики результат: Д 
Перейдем к нахождению фазовой скорости волны де Бройля. 
Как известно, фазовая скорость волны - это скорость распро­
странения поверхности постоянной фазы. В формуле (1.4) фазой 
служит аргумент экспоненциальной функции без мнимой единицы. 
Выражение для поверхности постоянной фазы получим, приравни­
вая это выражение к константе: 
Z  - Л )  ^ >  (2.2) 
Если из выражения (2.2) взять цроизводную по времени, то 
будет представлять фазовую скорость волны. Используя для 
этого обозначение ^ , найдем -))) ^  так как про­
изводная константы - нуль. Отсюда получим: 
' V 
С = Х ' (2.3) 
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Здесь фазовая скорость волны де Бройля выражается через 
величины волнового аспекта. Цри помощи выражений (І.З) пе­
рейдем к величинам корпускулярного аспекта. Из выражения 
(2.3) вытекает: 
С = g: ' (2.4) 
Так как І/^С , то из выражения (2.4) вытекает, что фа­
зовая скорость волны де Бройля больше, чем скорость света в 
вакууме. Результат не противоречит теории относительности, 
так как фазовая скорость не характеризует скорости распрост­
ранения энергии. 
Для сравнения вычислим ipynnoB^D скорость волны де Брой­
ля. Для этого используем следующий метод. Складываем плоские 
волны (1.4) в узк(мі участке спектра , к» ^ ^ > где 
ко - фиксщюванное волновое число ив - малая положительная 
величина. Получим сложную волну, которая называется волновым 
пакетом и вьфажается так: 
(pz jad i j e  cd i  .  (2.5) 
.g, 
Функция учитывает тот факт, что при получении сложной 
волны плоские волны иоіут иметь различные амплитуды. 
І^и псяіощи простого алгебраического преобразования выра­
жение (2.5) представим в виде: , 
ф:Іааіе **,(2.6) 
і L .  
где V* - частота, соответствуюоіая волновшіу числу (см. 
Біфажение (2.1.)). 
Взяв в выражении (2.6) экспоненциальный множитель, по­
стоянный относительно к , перед знаком интеірала, получим, 
.  п с (А,  X -  ^ t )  
<Р , (2.7) 
(2.8) В - }  
L-e 
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Из выражения (2.7) следует, что медд то изменяющуюся 
величину В можно раосвлатривать как амплитуду сложной волны. 
Исследу и сначала, с какой скоростью распространяется 
амплитуда с фиксированным волновым числом к . Для этого надо 
составить уравнение шш соответствующей поверхности постоян­
ной амплитуды. Если к - постоянная, то выражение (2.8) по­
казывает, что требование постоянства амплитуды сводится к 
требованию постоянства выражения в квадратных скобках: 
Если в этом выражении взять производную по времени, то х- и 
будет скоростью распространения амплитуды с фиксированным 
волновым числом. Так мы получим: 
І . (2.10) 
Разложим V в ряд Тейлора: 
(iirl ; (2.II) 
где индекс нуль указывает на величины, которые взяты при 
значении аргумента 4-
Так как 6- - малая величина, также мала. Поэто­
му в первом приближении из выражения (2.II) можно учитывать 
только два первых члена. Исходя из этого, получим из выраже­
ния (2.10) 
^ " ijlL ' (2.12) 
Этот результат не зависит от волнового числа k ; аглплитуды 
с различными волновыми числами движутся с одинаковой скоро­
стью. Следовательно, с такой же скоростью движется и вся ам­
плитуда волнового пакета. Такую скорость называют групповой 
скоростью волны. 
Учитывая, что выбор волнового числа А. был произволь­
ным, можно в вышеприведенном выражении (2.12) отбросить ш-
декс нуль и представить выражение .для грзттовой скорости 
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следующим образом: 
и •=  (2.13) 
Сравним выражения (2.3) и (2.13) из чисто фораальных со­
ображений. Смысл фазовой скорости известен уже из элементар­
ного курса физики. 
Физический смысл ірупповой скорости слож­
нее. Формально мы получаем выражение для групповой скорости 
(2.13) из выражения для фазовой скорости (2.3), если перед 
частотой и волновым числом написать знаки да^ерешщалов. 
В выражении (2.13) ірутшовая скорость волны де Бройля 
выражается через величины волнового аспекта. При помощи вы­
ражения (І.З) перейдем к величинам корпускулярного аспекта: 
Стоящую здесь производную можно легко найти, исходя из выра­
жения (1.9): 
Пользуясь выражением (1.7) получаем интересный результат: 
Выражение (2.16) показывает, что групповая скорость вол­
ны де Брошш равна скорости движения частицы. Полученный ре­
зультат показывает, что гипотеза де Бройля, которая казалась 
сначала несколько искусственной, должна иметь физический 
смысл. Все-таки приходится учитывать, что исходя из гипоте­
зы де Бройля частицам были присвоены совершенно ноше свой­
ства - волновые. Но ответ на основные вопросы физики дает 
эксперимент. 
(2.14) 
(2.15) 
и г ст. 
(2.16) 
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§ 3. ЭкспериментальнЕія проверка гипотезы де Бройля 
Впервые гипотеза де і^ойля получила экспериментальное 
подтверадение в опыте американских физиков К.Д. Дэвиссона и 
Л.Х. Дясермера, цроведетом в 1927 году. 
Схема опыта Дэвиссона-Дкермера изображена на рисунке 1 ,  
Поток электронов, произведенный электронной пушкой А , попа­
дает на никелевый монокристалл В . Часть отразившихся от 
кристалла электронов попадает на коллектор С , соединенный с 
гальванометром. Коллектор можно сдвигать относительно моно­
кристалла под разными углами. Уже первые опыты показали, что 
существует известный отбор: гальванометр показывал ток толь­
ко 
при определенных положениях коллектора. Результат был 
полностью аналогичен отражению рентгеновских лучей от моно­
кристалла. Из курса оптики нам известно, что отражение рент­
геновских лучей 
от монокристаллов происходит только в том 
Рис. I 
II 
случае, когда выполняется условие Вульфа-Брэгга: 
 ^^  5.>t  ^At Д , (З.І) 
где ^  - расстояние между атомными плоскостями, ^ - угол 
дифракции { = ^  ~ 'f , У - угол падения), Я - дашна волны 
излу^іения, ^  - целое число. 
Напомним, что в курсе оптики форяула (З.І) была выведе­
на исходя из общих свойств волновых явлений. Так что, если 
волновые свойства частиц (электронов, атомов и т.д.) дейст­
вительно существуют, то выражение (З.І) можно использовать и 
в том случае, когда под Я понимается длина волны де Бройля. 
Для вычисления этой волны можно использовать соотношение 
(І.І), откуда 
Я ^  ^ , (3.2) 
где р - импульс частицы. 
Иг шульс частицы можно найти, если известна кинетическая 
энергия. В опытах Дэвиссона-Джермера кинетическая энергия 
определяется ускоряющим напряжением У в электронной 
пушке. Так как в описанных опытах применялись напряжения по­
рядка нескольких десятков вольт, связь меаду кинетической 
энергией и импульсом описывается ньютоновской механикой: 
Л/П (3.3) 
Отсюда 
(3.4) 
Кжіетическая энергия электрона выражается через напряжение 
известныгл образом: 
(3.5) 
где ^ - абсолютное значение заряда электрона. Так мы полу­
чим в конце концов следующее выражение для расчета длины 
волны де Бройля в условиях опыта Дэвиссона-Джермера: 
rZmo С. и  
Заменив з выражении (3.6) универсальные постоянные ^ и 
С , а также массу покоя электрона численными значениями, по­
лучим следующее простое выражение для нахождения длины волны 
электрона де Бройля: 
X ( h ) ^ § § '  (3. 7 )  
где Л выражается в ангстремах и ^  - в вольтах.^ 
Взяв, соответственно условиям опыта Дэвиссона-Джермера 
Т/ '«• "ІО в) , найдем из выражения (3.7) для порядка величины 
длины волны де Бройля электрона ангстрем. Такой же порядок 
величины расстояния между атомными плоскостями в кристалле. 
Таким образом, если волновые свойства электрона действитель­
но существуют, они должны проявляться в опыте Дэвиссона-
Джермера. 
Зная ускоряющее напряжение в электронной пушке, можно на 
основе выражения (3.7) найти длину волны де Бройля электро­
на. Сделав анализ на основании условий 5ульфа-Брэгга, уже в 
первых опытах обнаруживалось согласие теории и эксперимента. 
Для детального анализа в последукшрах опытах Дэвиссона-
Джермера используется несколько отличная от первоначальной 
методика, для которой учитываются возможности условия Эуль-
фа-Брэгга. В первоначальных опытах поступили аналогично опы­
там с рентгеновским излучением, где в формуле (З.І) предпо-
^ Выражение (3,7) нельзя путать с выражением для вычисле­
ния коротковолновой границы-рентгеновского излучения: 
I2,39/U ІкэВ), где-и - напряжение между 
катодом и антіікатодом рентгеновской трубки,выраженное в 
•  к и л о э л е к т р о н в о л ь т а х .  Э т о  п о л у ч а е т с я  и з  в ы р а ж е н и я :  Л ^ г  
= h<^ /ей после подстановки численных значений универ-
C<UI H^IX постоянных. 
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лагали ^ , тодца отражение происходит только при оп­
ределенных углах дифракции, синус которых удовлетворяет ус­
ловию: 
• (3.8) 
В случае волны де Бройля электрона длина волны выражает­
ся формулой (3.6). Поскольку ускоряющее напряжение I/ легко 
изменить, то, следовательно, легко изменить и длину волны Л. 
Поэтому целесообразно в эксперименте держать постоянным. 
При таком предположении отражение электронов возникает при 
оцределенных длинах волн де Бройля Л . которые согласно 
формуле (З.І) удовлетворяют условию: 
Д ^  . (3.9) 
Учитывая ввфажение (3.6) мы можем условие (3.9) запи­
сать следующим образом: 
, (З.ІО) 
где - напряжение, соответствующее длине волны . 
Выражение (З.ІО) и является основой методики, на основа­
нии которой Дэвиссон и Джермер проделали детальный анализ. 
Из этой формулы вытекает, что отражение электронов от кри­
сталла происходит только в том случае, когда напряжение в 
электронной пушке имеет оцределенное значение ХЛі . Иначе: 
гальванометр регистрирует силу потока ^ только в случае оп­
ределенных значений напряжения. Для анализа результата опы­
та целесообразно нарисовать ірафик, где абсциссой будет 
квадратный корень из напряжения и ординатой - сила тока. Ес­
ли теория верна, то на этом ірафике должны быть острые мак­
симумы при определенных значениях абсцисс, удовлетворяющих 
условию (З.ІО). Так как л является целым числом, то проме­
жуток между абсциссами двух соседних максимумов должен быть 
ТоГ . Пользуясь формулой (З.ІО), найдем 
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Отсюда видим, что вышеназванный промежуток между абсцис­
сами не зависит от целого числа . Поэтому на ірафике, 
составленном описанным способом, расстояния между соседаими 
максимумами одинаковы. Это действительно подтверждается опы­
том (см, рисунок 2). 
го  
Рис. 2 
Из графика ^ ^ можно непосредственно найти значения вы­
ражения, стоящего в левой части фоіжіулы (З.ІІ). Значение 
правой части можно найти, если измерить угол . При этом 
предполагается, что d известно из рентгеноструктурного ана­
лиза. Этот анализ подтвервдает сцраведливость формулы (З.ІІ). 
Таким образом, в опыте Дэвиссона-Дкермера открыты волновые 
свойства электронов. 
В 1928 году, независимо друг от друга, советсісий физик 
П. С. Тартаковский и английский физик Г. П. Томсон проделали 
опыты с электронами по методике ранее проведенных опытов Де-
бая-Шеррера с рентгеновскими лучами. В этих опытах пучок 
электронов с фиксированной скоростью попадал на поликристал— 
лическую пластинку. На фотопластинке, лежащей за ней,получе­
на дифракционная картина. Такая запечатленная на фотоплас­
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тинке диІраЕцшшная картнна называется электроногрвммой. 
анализе результатов опнтов Томоона и Тартаковского 
также, как и в опытах Дэвиссона-Дясермера исходим из выраже­
ния для длины волны де Бройля электрона (3.2). Но при выра­
жении импульса через кинетическр) энергию, появилось одно 
уточнение. Чтобы пройти металлическую пластинку, энергия 
электрона должна быть достаточно велика (10 кэВ и больше). 
Поэтому, для получения точных результатов надо рассчитать 
кинетическую энергию, исходя из теории относительности: . 
Выразив здесь импульс через кинетическую энергию и под­
ставив результат в формулу (3.2), получим 
Учитывая выражение (3.5), получим из формулы (З.ІЗ) сле­
дующее правило для расчета длины волны де Бройля электрона в 
условиях опытов Томсона и Тартаковского 
Проделав анализ опытов на основании формулы (3.14), по­
лним хорошее соответствие с теорией. На сегодняшний день 
техника исследования электроноірамм развита настолько, что с 
их помощью можно измерять даже параметры кристаллической ре­
шетки. Такой способ исследования строения 
веществ называется 
электронографией. 
Таким образом, существование волновых свойств электрона 
можно считать экспериментально доказанным. Возникает вопрос, 
есть ли волновые свойства у других частиц. Для 
того, чтобы 
ответить на него, необходимо проделать опыты и с другими 
частицами. В 1929 г. немецкий физик 0. Штерн с сотруднжами 
-/п с. С  ^  (3.12) 
- (З.ІЗ) 
(3.14) 
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щюделал опыт, в котором пучок атомов гелия или молекул во­
дорода попадал на монокристалл фторида лития. Анализ этих 
опытов был несколько сложнее, чем анализ ранее описанных в 
этом параіт)афе экспериментов. Причина заключалась в том, что 
скорость атомов или молекул в пучке не была постоянной. Что­
бы оценить порядок, за скорость атомов и молекул примем наи­
более вероятную скорость теплового движения: 
V = ^  -pfxT' / (3.15) 
где k - постоянная Больцмана, ^  - абсолютная температура и 
- масса атсияа или молекулы. 
Пользуясь форлулами (3.2) и (3.15), получим оценку длины 
волны де Е^йля молекулы в опытах Штерна 
I  
Д ~ Wrf^  ' (3.16) 
Заменив в вьфажении (3.16) универсальные постоянные их 
численными значениями, получим: 
Я І^)  - '  (3.17) 
где 7l выражается в ангстремах, _ в Кельвинах, а '^ уо-мас-
са цротона. 
Например, в случае молекул водорода в выражении (3.17) 
надо взять если Т = 300 К' , то А -г і,2А. Приве­
денный пример указывает на то, что в случае температур, лег­
ко реализуемых на практике, длины волн де Бройля для легких 
атомов или молекул одного порядка с расстояниями между атом­
ными плоскостями в кристаллической решетке. Поэтому можно 
надеяться в опытах на успех. Так это и было: в опыте обнару­
жили волновые свойства атомов и молекул. 
У нейтронов также обнаружили волновые свойства. Нейтроны 
в ядерном реакторе подчиняются распределению Максвелла. По-
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&тому, для оценки результатов можно применять формулу (З.Г7), 
где под т а понимается масса нейтрона /Ил . Так как 
то в случае Т = 300 К получим Л — І,8І. Поэтому при обыч­
ных температурах длина волны де Бхюйля соизмеряется с меж­
плоскостными расстояниями в кристаллической решетке и волно­
вые свойства нейтронов четко проявляются. В настоящее время 
техника анализа дифракционных картин медяенных нейтронов 
разработана настолько, что позволяет измерять параметры кри­
сталлической решетки. Такой способ исследования строения ве­
щества называется 
нейтронографией. 
Описанные опыты позволяют с уверенностью утверждать, что 
волновые свойства частиц действительно существуют. Гипотеза 
де Бройля оказалась продуктивной. Заодно подчеркнем, что от­
крытые на основе этой гипотезы волновые свойства нашли и 
практическое применение (электронография и нейтроноірафия). 
Наконец, рассмотрим еще одну существенную деталь. В 
опытах Дэвиссона-Дкермера, Томсона, Тартановского и др. ин­
тенсивность пучка электронов была настолько большой, что 
сквозь опытную установку одновременно проходило большое чис­
ло электронов. Могло сложиться впечатление, что дифракцион­
ная картина вызвана взаимодействием большого числа электро­
нов. Чтобы разъяснить этот воцрос, советские физики Л.М. Би-
берман, Н.Г. Сушкин и В.А. Фабрикант проделали в 1949 г. 
опыт, в котором промежуток времени меаду двумя последова­
тельными попаданиями электронов в опытную установку превышал 
в ~ ІО^ раз промежуток времени, которое неооходимо электрону 
для прохождения опытной установки. В таком случае в опытную 
установку электроны попадали по одному. В течение длительно­
го времени экспозиции в опыте получалась дифракционная кар­
тина, распределение интенсивности которой не отличалось от 
полученных цреаде. Отсюда можно сделать важное заключение, 
что волновые свойства присущи отдельным частицам. Так, 
например, волновые свойства проявляются и у одиночного элек­
трона в атоме водорода. 
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§ 4. Статистическое толкование волн де БроДля 
На основании полученного в § 2 заключения, что ірупповая 
скорость волны де Бройля равна скорости движения частицы 
(см. выражение (2.16)), появилось толкование, согласно кото-
рсяйу частица отождествлялась с волновым пакетом. Легко убе­
диться, что такое простое толкование неверно. Напомним, что 
результат (2.16) получается в случае, если мы в разложении в 
ряд (2.II) учитываем только 2 первых члена. Если же учиты­
вать и последущие члены, то из выражения (2.10) получается, 
что амплитуды с разными волновыми числами расщюстраняются с 
разными скоростями. Это означает, что со временем волновой 
пакет расплывается. Но из эксперимента известно свойство по­
стоянства частицы, т.е. частица сама по себе не расползает­
ся. Поэтому приведенное вше простое толкование неверно. 
Попытаемся найти другое толкование волны де Бройля. Для 
этого вернемся к представленному в § I четырехугольнику со­
ответствий де Бройля. Вспомним некоторые общеизвестные из 
оптики факты и постараемся на основе соответствия (с) из че­
тырехугольника де ^ ойля эти факты путем разумного обобще­
ния перенести в квантовую механику. 
Из курса оптики известно, что если волна падает на іра-
ницу раздела двух сред, в которых фазовые скорости волны 
различны, то волна делится: I) одна волна распространяется 
обратно в первую среду (она называется в оптике отраженной 
волной); 2) вторая волна распространяется во второй среде 
(прелошгенная волна). Если на границу раздела двух сред по­
падает частица, раздвоения не происходит: частица или воз­
вращается в первую среду или переходит во вторую. Мы подошли 
к идее статистическое толкования волны де ^ ойля. Параметры 
волны де Бройля в первой среде должны позволить найти веро­
ятность попадания частицы в первую среду и аналогично пара­
метры волны де Бройля во второй среде позволяют найти веро­
ятность попадания частицы во вторую среду. 
Возникает вопрос, какие именно параметры волны де Бройля 
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указывают на вероятность нахоадения частицы в том или ином 
месте. Чтобы ответить на этот вопрос, вернемся вновь к курсу 
оптики. Напомним, что плотность энергии электромагнитного 
поля (энергия поля на единицу объема) пропорциональна квад­
рату амплитуды вектора поля /I у Такое толкование получаем 
исходя из волнового аспекта.Чтобы получить толкование в кор­
пускулярном аспекте, воспользуемся величиной W/j- на основа­
нии следующего определения: равно вероятности того, 
что фотон находится в элементе объема dV . Величина на­
зывается плотностью вероятности нахоадения фотона. Сражение 
с/1/как вероятность безразмерно. ИзЫ1/7= УН^ следует, 
что [ . Отсюда плотность вероятности - размерная 
величина. Исходя из толкования в корпускулярном аспекте 
плотность энергии пропорциональна плотности вероятности на­
хоадения фотона. Если теперь вспомнить то, что выше сказано 
о плотности энергии в волновом аспекте, получим следующий 
результат: 
(4.1) 
ЧТО дает возможность естественного обобщения. 
Теперь естесаьенно ввести для произвольной частицы вели­
чину {jS , дав ей следующее определение:иго/і/ равно вероятно­
сти нахоадения частицы в элементе объема оі I/ . Величину иг 
называют плотностью вероятности нахоадения частицы. Подчер­
киваем, что это размерная величина: t ю-J = Следовательно, 
аг является аналогом величины в выражении (4.1). Спра­
шивается, какой аналог величины /Ij- . Естественно взять за 
этот аналог амплитуду л волны де Бройля (1.4). Мы получим 
связь: 
. (4.2) 
Формула (4.2.) и дает ответ на вышеназванный вопрос, как 
вероятность связана с параметрами волны де Бройля. Из связи 
3 
Мы используем в этом параіт»афе индекс j , ставящийся у 
обозначения величины, характеризующей свет. 
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(4.2) видно, что плотность вероятности нахоадения частицы 
пропорциональна квадрату амплитуды волны де ]^ йля. 
Так как до сих пор физический смысл амплитуды волны де 
Бройля не был конкретизирован, молено в форяуле (4.2) считать 
коэффициент пропорциональности равным единице: 
Uf ^  . (4.3) 
. 1 
Величину п можно представить при помощи (1.4) и иначе: 
/1 'г (4.4) 
с помощью чего найдем 
и г - - -
Для уточнения отметим, что этот результат получен исходя из 
волновой функции свободной частицы (1.4). Выражение (4.5) 
имеет более общий вид, чем выражение (4.3). Поэтому М. Борн 
предположил, что фощула (4.5) позволяет рассчитать плот­
ность вероятности нахождения частицы в произвольном состоя­
нии. Расчеты показывают, что здесь имеется согласие с экспе­
риментом. Это соответствие и является единственным подтверж­
дением фордулы 
(4.5). 
В связи с выражением (4.5) рассмотрим детально еще одру 
проблему. Если умножить волно^^ функцию на множитель в 
где ос - произвольное вещественное число, то плотность веро­
ятности не изменится. Поэтому волноше функции ^ и 
описывают одно и то же состояние. Ддя сравнения напомним 
аналогичную ситуацию из электростатики. Потенциалы f  ж' f  + 
+ описывают одно и тоже электрическое поле. 
Проинтегрируем плотность вероятности нахождения частицы 
по какому-то конечному объалу (V). Так получим вероятность 
того, что частица находится в этом объеме: 
Ч.г (4.6) 
Если мы проинтегрируем выражение (4,6) по всему прост­
ранству, то вероятность станет равной I, так как час-
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tHifa явно находится в какой-то точке пространства: 
(4.7) 
Здесь мы будем следовать часто применяющемуся в физиче­
ской литературе порядку, где в интегралах по всему простран-t 
«ству опускают символ объема. 
Пользуясь формулой (4,5), получим из выражения (4.7): 
(4.8) 
Это условие называется условием нощщэовки волновой 
функции. 
Уточним, что принципиально не обязательно ввести условие 
нормировки волновой функции на единицу, т.е. не обязательно 
подчинять волновую функцию условию (4.8). Важным при этом 
является то, что пропорциональна плотности вероятности 
нахоадения частицы. В общем случае отношение величин f  в 
различных точках пространства определяет относительную веро­
ятность 
соответствующих координат. Формула для вычисления 
в таком случае выглядит так: 
nf/Vf 
В числителе интегрируется по конечному объеи/у (), в зна­
менателе - по всему пространству. Поэтому волновую функцию 
можно представить произвольно довольно широко: волновые 
функции и с •ф' , где с - произвольное постоянное комплекс­
ное число, описывйют одно и то же состояние. 
§ 5. Принцип суперпозиции 
Из исследований механических явлений известно, что при 
сложении двух волн возникает новая волна..То же характерно и 
для электромагнитных волн. С открытием волновых свойств час­
тиц экспериментальным путем (см. опыт Дэвиссона-Джермера и 
т.д.) было естественно предположить, что у волн, описывающих 
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ёостояние частицы, свойства в известной степени аналогичны 
ранее известным свойствам волн. Так придем к принципу супер­
позиции в квантовой механике: если система может находиться 
в состояниях, описываемых волновыми функциями и ^  , то 
она может находиться и в состоянии, которое описывается вол­
новой функцией ^ , полученной из с помощью линей­
ной комбинации 
(/•^ ^ (5.1) 
где Сі- и произвольные комплексные числа, не зависящие 
от времени. Оправданием изложенного принципа является факт, 
что сделанные на его основе расчеты хорошо согласовались с 
данными эксперимента. 
Хотя математическая форш выражения принципа суперпози­
ции в квантовой механике напоминает соответствующий резуль­
тат из классической физики, в квантовой механике существует 
нечто, что отличается от сложения волн в классической физи­
ке. Если в классической физике волна складывается с себе по­
добной, то получается волна, амплитуда которой в два раза 
больше, чем у первоначальной . Если же по квантов(жеха-
ническому принципу суперпрзиции (5.1) взять і и 
^ ^ , получим . Но из § 4 следует, что волно­
вая функция^ описывает то же состояние, что и волновая 
функция . Итак, сложение волновой функции с себе подоб­
ной в квантовой механике не привело к образованию нового со­
стояния. По классической механике может существовать состоя­
ние, в котором аішлитуда колебаний везде равна нулю. Но если 
волновая функция во всех точках равна нулю, то состояние от­
сутствует вообще. 
В связи с принципом суперпозиции вводится требование, 
что операторы, используемые в квантовой механике, являются 
так называемыми линейными операторами. Так как здесь мы в 
нашем курсе впервые встречаем операторы, то сперва излагаем 
некоторые основные ^поня^ия. 
Два оператора п и В называются равными 
/1=6 . (5.2) 
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если в случае произвольной фушщии j- вшолняется условие 
(5.3) 
£• А 
Сумма и разность двух операторов ^ л В> определяется 
следующим образом: 
гл±б)/-л7-^б/. 
Произведение двух операторов п r  В определяется сле­
дующим образом: 
^ = А (Ь() . (5.5) 
Цроизведение f\^ означает, что вначале на функцию^дей­
ствуют оператором о , а зат«і на результат оп^атором/) . В 
общем случае операторы не ксмуімутіфуют, т.е. фЩ. Кон-г 
кретные іфиме^ ы приведем в § 10. 
Оператор L называется линейным, если выполняется усло-^ 
вие 
0.6) 
где и Д - произвольные функции, а и л? - произвольные 
комплексные постоянные. 
В частном случае, когда = О, получаем из формулы (5.6) 
L I // ' (5.7) 
Из выражения (5.7) видно, что постоянную можно вынести за 
знак линейного оператора. 
Из выражений (5.4), (5.5) и (5.6) следует, что сумма, 
разность и произведение двух линейных операторов также явля­
ются линейными операторами. 
Для наглящности рассмотрим некоторые примеры линейных 
операторов. Предположим, что - функции точки прост­
ранства P(x^g,i-). Например, линейным оператором является 
умножение на аріумент х , и,е. L = х . Линейным оператором 
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является и оператор частной производной, например; L = ^  , 
Но квадратный корень явно не является линейным операторш. 
Представим соображения, на основании которых введено 
требование линейности операторов в квантовой механике. Урав­
нение, которому удовлетворяет волновая функция , можно без 
оірашічений общности представить в виде: 
(5.8) 
/V 
где У - какой-нибудь оператор, кошфетный вид которого об­
условлен физическими условиями. Построение этого оператора 
приведем позже (см. § 7). 
Если существует состояние с волновой функцией ff , то 
выражение (5.8) должно удовлетворяться: 
л 
^ Yi = О . (5.9) 
Аналогично из существования состояния, описываемого волновой 
функцией , следует, что: 
^ • (5.10) 
На основе принципа суперпозиции существует и такое сос­
тояние , волновая функция которого J ^ • Поэтому из 
выражения (5.8) следует: 
^ і-Сі.Фг) - О. (5.II) 
Умножим равенства (5.9) и (5.10) соответственно на по­
стоянные ж Cz , сложим результаты и сравним с выражением 
(5.II). Так получим: 
С,  ^  // ^ ^ ^ )  .  (5. jg) 
Чтобы получить в выражеюш (5.12) согласие с волновыми функ­
циями, описываюпщлт всевозможные реально существующие сос­
тояния, оператор N должен быть линейным оператором по оцре-
делению (5.6). 
§ 6. Принцш неоцределенности 
В классической физике частица в фиксированный момент 
времени находится в фиксированном месте и обладает при этом 
фиксированной скоростью. Местонахождение частицы в дальней­
шем будем определять радиус-вектором •г? , компоненты которо­
го в декартовой системе координат соответственно обозначим 
через ^ . вместо скорости введем импульс^ . Так что, 
по классической физике, у частицы одновременно имеются фик­
сированные значения координат и компонентов импульса. Попы­
таемся исследовать, какой результат даст в данной ситуации 
квантовая механика. 
Допустим сначала, что имеем дело с состоянием, в кото­
ром координаты микрочастицы фиксированы. Дші упрощения рас­
суждения рассмотрим одномерный случай. При этом, если коор­
дината частицы фиксирована, то ее состояние описывается в 
соответствии с формулой (4.5) такой волновой функцией, кото­
рая отлична от нуля только в одной точке или в непосредст­
венной близости от этой точки. Попробуем сконструировать 
волну с заданными свойствами, исходя из сложения волн де 
Бройля (1.5). Параметром, характеризующим конкретную плос­
кую волну, можно выбрать импульс р , так как энергия вычис­
ляется из формулы (1.9). 
Простая геометрическая конструкция показывает, что при 
сложении двух плоских волн не может возникнуть волна с ожи­
даемыми свойствами. Невозможно получить этого и путем сложе­
ния трех или другого конечного числа плоских волн. Остается 
только такая возможность (на математическом доказательстве 
которой мы здесь не останавливаемся), что волну с заданными 
свойствами удастся сконструировать, если сложить бесконечное 
число плоских волн. Так как параметром, характеризующим 
плоскую волну, был выбран импульс р , то,следовательно, для 
получения волн с заданными свойствами придется учесть вели­
чины всех импульсов. Подводя итог, приходим к важному выво­
ду: если микрочастица находится в состоянш, когда координа­
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та ее фиксирована, то ее импульс неопределен,в последующем 
обозначим этот вывод с помощью символа (X). 
Начнем новое рассуздение с цредположения, что фиксирован 
импульс частицы. Такое состояние описывает только одна волна 
де 
Бройля (1.5). Амплитуда этой волны (\ во всем пространст­
ве отлична от нуля. На основании формулы (4.3) приходим к 
выводу, что частицу с равной степенью вероятности можно най­
ти в любой точке пространства. Другими словами; координата 
частицы в этом случае является неопределенной. Отсюда полу­
чаем вывод: в состоянии, когда фиксирован импульс частицы, 
ее координата является неопределенной. Обозначим этот вывод 
с помощью символа (Я ). 
Из выводов (J ) и ( Л) получим важный дая квантовой ме­
ханики результат: у частицы отсутствуют состояния, при кото­
рых ее координата и импульс одновременно имеют определенные 
значения. В этоі.: суть принципа неопределенности. Этот црин-
цип был открыт немецким физиком В. Гейзенбергом. Принцип не­
определенности еще раз иллюстрирует тот факт, что поведение 
микрочастицы существенно отличается от поведения макрочас­
тиц. Способ описания макрочастиц с одновременно фиксирован­
ным значением координаты и импульса для микрочастиц совсем 
неприемлем. 
Из принципа неопределенности вытекает, что для микрочас­
тиц теряет смысл понятие траектории. Чтобы в этом убедиться, 
вспомним тот факт из классической механики, что импульс как 
вектор направлен по касательной к траектории. Допустим, на­
пример, что частица находится в какой-то точке Р (см. 
рис. 3). Для построения траектории необходимо указать на­
правление касательной. Учитывая вывод (X ), положенный в ос­
нову принципа неопределенности, видим, что невозможно ука­
зать направление вектора ^  и, таким образом, нельзя пост­
роить касательную к траектории. Значит, относительно микро­
частицы понятие траектории неприемлемо. 
В связи с полученным результатом выявляется один из не­
достатков теории Бора. Как известно, в этой теории использо­
вали так называемые условия квантования, которые позволяли 
из всех возможных движений найти те, которые соответствуют 
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Рис. 3 
стационарным состояниям. При выдвижении этих условий счита­
лось само собой разумеющимся существование траектории у час­
тиц. Так как у микрочастиц отсутствует траектория, то кван­
товые условия Бора теряют смысл. С другой стороны приходится 
все-таки учитывать то обстоятельство, что существование ста­
ционарных состояний 
было экспериментально подтверждено в 
опытах Франка-Герца. Таким образом, одной из задач квантовой 
механики является нахождение правильного метода вьгаисления 
стационарных состояний (см. § 8). 
Рассмотрим проблему, которая возникла в первые годы раз­
вития квантовой механики, когда попытались взаимосвязанно 
применить принципы неопределенности и причинности. Принцип 
причинности - один из принципов научного познания. Его со­
держание состоит в следующем: если известно состояние систе­
мы в начальный момент t = О, то из этого вытекает последую­
щее поведение системы в любой произвольно взятый момент 
Ьу 
Припомним форму выражения принципа причинности в класси­
ческой механике, согласно которой состояние системы опреде­
лено, если известны координаты и импульсы частиц. Начальное 
состояние системы считается заданным, если известны коорди­
наты и импульсы всех ее частиц. Путем решения ди|іференциаль-
ных уравнений, составлешіых на основании II закона Ньютона, 
исходя из начальных условий можно найти координаты и импуль­
сы частиц системы для любого момента времени t :> 0. В этой 
форле находит свое выражение принцип причинности в классиче­
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ской механике. Такой способ выражения его хотели вначале ис­
пользовать и для микрочастиц. Но возникли трудности. По 
принципу неопределенности уже в начальный момент времени не 
существует таких состояний, когда координаты и импульсы име­
ют определенные значения. Становится невозможным нахождение 
их в последующие моменты времени. Создается впечатление, что 
принцип причинности не выполняется. Ошибка заключается в 
том, что к микрочастице пытались подойти с той же позиции, 
что и к макрочастице. Величиной, описывающей состояние мик­
рочастицы. является ее волновая функция. Принцип причинности 
в этом случае выражается совсем иначе; если известно значе­
ние волновой функщт частицы в начальный момент времени t = 
= О, то из этого следует значение волновой фуніщии в любой 
момент времени "t 0. Уравнение, которое описывает измене­
ние волновой функции, называется основным уравнением кванто­
вой механики. 
Математическую формулировку принципа неопределенности мы 
рассмотрим позже (Л 12). Студентам, которые хотят ознакоми­
ться с философскими проблемами, связанными с этим принципом, 
советуем прочесть §§ I48-I5I учебника /І/. Иллюстрации к то­
му, что понятие траектории неприемлемо для микрочастиц, мож­
но найти и в учебнике /3/ в § 20. 
§ 7. Уравнение Щредингера 
Уравнение Шредингера - основное уравнение квантовой ме­
ханики в нерелятивистском случае, т.е. в случае, когда час­
тица движется со скоростью, намного меньшей, чем скорость 
света в вакууме. Это уравнение было открыто в 1926 г. авст­
рийским физиком Э. Шредингером. Так как уравнение Шредингера 
относится к основным уравнениям физики, то у него не может 
быть математического вывода. Критерием справедливости этого 
уравнения является соответствие результатов, полученных экс­
периментально, с результатами вычислений, выполненных при 
помощи его. 
Ниже приведем ход рассуждений, на основании которых мож­
но построить уравнение Шредингера. Рассмотрим два последова-
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іельннх момента времени {t ^ -i-i- ott ). Соответственно значе­
ния волновой функции в эти моменты обозначим через ^  и 
Так как промежуток времени дифференциально мал, то 
можно считать Ы ф ' Но этим нельзя ограничиться. Учиты­
вая принцип причинности, величина оіф^ как приращение волно­
вой функции, в конце промежутка времени {t ^ і. + olt) должна 
быть связана со значением волновой функции в начальный мо­
мент, т.е. значением ее в момент времени . Волновую функ­
цию в этот момент мы обозначили . Правило, с помощью ко­
торого устанавливается влияние состоянм ^  на получение вы­
ражения d ф , выразим через оператор С . На основании тре­
бований § 5 этот оператор L должен быть линейным. Таким 
образом, можем считать приращение волновой функции пропор­
циональным величине Z. ^  . В конечном итоге получим: 
olifrt ^ dt . (7.1) 
Коэффициент пропорциональности в выражении (7.1) приравняем 
к единице, так как вид оператора ^ еще не конкретизіфован.' 
Разделим полученное выражение (7.1) на дифференциал . Так 
как ^  по правилу (4.5) описывает вероятность нахождения 
частицы (она может быть различной для различных точек прост­
ранства), то ^  зависит не только от времени, но и от про­
странственных координат. Поэтому в левой части выражения 
(7.1) при делении на получаем фактически частную производ-
яую волновой функции по времени: 
(7-2) 
н 
Для нахождени^^ идей, на основе которых можно сконструи­
ровать оператор L , целесообразно исходить из волновой 
функции свободной частицы, которая выражается формулой (1.5). 
Взяв частную производную по времени, получим: 
^ ^  \Ъ jr- X Г ' (7.3) 
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Следовательно, в случае свободной частицы влияние оператора 
Ь на волновую функщт таково, что волновая функция умножа­
ется на константу ( где В - энергия. Если теперь на 
основании четьфехзггольника из § I рассмотреть соответствие 
() и вспомнить, что в механике энергию описывает функция 
Гамильтона, то из соображений размерности целесообразно опе­
ратор Ъ 
представить в виде: 
t -
На основании соответствия (d ) оператор п называют опе­
ратором Гавдильтона или гамильтонианом. Таким образом, из вы­
ражения 
(7.2) мы получим: 
(7.5) 
Теперь вопрос сводится к тому, как найти идеи для кон­
струирования оператора п . Будем исходить опять из волновой 
функции свободной частицы (1.5), но возьмем частную произ­
водную по координате х . Результат представим в виде: 
(7.6) 
Отсюда видно, что в случае свободной частицы влияние опера­
тора г ^  на волновую функцию таково, что волновая функ­
ция умножается на множитель р , который означает импульс. 
Поэтому оператор ^ ^  следует рассматривать как оператор, 
описывающий импульс. 
Используем снова соответствие (с^) из четырехугольника в 
§ I и вспомним, что в классической физике фзщкция Гамильтона 
зависит от координат, компонентов импульса и времени. Учиты­
вая произведенные выше соображения по поводу оператора ^  ^  , 
установили следующее правило ддя нахождения гамильтониана: 
исходят из функции Гамильтона в классической физике, остав­
ляют в ней координаты и время неизменными, а компоненты им­
пульса заменяют операторами: 
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A _ ^  
h 
Л _ t 
(7.7) 
Вид уравнения (7.5) с полученным таким образом гамильто­
нианом конкретизирован. Это и есть уравнение Шре.щтгера. 
Подчеркиваем, что здесь не представлено строго влатематиче-
ского вывода. Единственным обоснованием справедливости полу­
ченного уравнения служит обстоятельство, что вычисления вы­
полненные на его основе дают результаты, находящиеся в соот­
ветствии с экспериментальными данными. 
При решении уравнения Шредингера (7.5) мы можем найти 
волновую функцию Ф" . Квадрат модуля последней по форяуле 
(4.5) равен плотности вероятности нахождения частицы. Иначе 
можно выразиться так: равно вероятности нахождения 
частицы в элементе объема о/\/ . Для предупреждения ошибочных 
представлений подчеркиваем, что решение уравнения Шрединге­
ра не позволяет найти траекторию частицы по той цростой 
цричине, что у микрочастицы ее нет (см. § 6). 
Приведем пример для построения гамильтониана, исходя из 
вида функции Гамильтона в классической физике; 
Н = h ^Р} (7.8) 
где Иг - масса частицы, ^  - ее потенциальная энергия. Ис­
пользуя упомянутое выше правило, получим гамильтониан в 
виде: 
W - is ^ ' - 17.9) 
Применяя форлулу (7.7) найдем: 
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Преобразуем выражение, стоящее в квадратных сі^рбках. Уч­
тем по определению (5.5), что квадрат оператора Л^ознэтает 
последовательных два применения этого оператора: ^  - Л Л . 
Таким образом ) . Так как яв-
^ ' 5JP/ " ' « ,9а:/' 0 Х  '  ' 4 г  • л  О  '  
ляется константой, то влияние оператора (f- ) состоит во 
взятии производной второго порядка ж умножении полученного 
р е з у л ь т а т а  н а  к о н с т а н т у  П о э т о м у ^ ^ •  
Аналогично преобразовываются и два остальных оператора в 
формуле (7.10). В результате преобразования получаем: 
где 
^'эх^ (7.12) 
- оператор Лапласа. 
Подставляя гамильтониан из формулы (7. II) в выражение 
(7.5), получим уравнение Щредингера в виде: 
с -ЭІ ^ ° (7.13) 
Лля преобразования этого уравнения используем формулу 
(5.4). Тогда уравнение Щредингера приобретет следующий вид: 
(7.14) 
С э± -2'" 
Из полученной формулы видно, что уравнение Щредингера 
является дифференциальным уравнением с частными производными 
второго порядка. 
Вернемся к § 5. Сравнение уравнений (5.8) и (7.5) на ос­
новании формулы (5.4) показывает, что использованный в § 5 
оператор выражается следующим образом: 
(7.15) 
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Ранее мы цредставили цравило для построения оператора И . 
Значит н^ основании формулы (7.15) можно сконструировать и 
оператор N . Это является ответсяя на вопрос, поставленный 
в § 5. 
Когда имеем дело с различными физическими ситуациями, то 
потенциальная энергия, как функция 1/ , имеет различный вид. 
В соответствии с этим, на основании формулы (7.14) мы полу­
чим и разные по виду зфавнения Щредингера. В этом смысле на­
блюдается полна» аналогия с классической механикой. Если по­
тенциальная энергия выражается различно, то и віфажения, 
описывающие силу, будут тоже различаться. Отсюда получаются 
неодинаковые по виду дифференциальные уравнения,, выражающие 
II закон Ньютона. 
Для примера рассмотрим гамильтониан электрона в водоію-
доподобном атоме. Фактически водородоподобный атом является 
ионом, который получается из атома элемента с порядковым но­
мером ^  путем удаления электронов. Водородоподобный 
атом состоит из ядра с зарядом fe (tf- элементарный заряд, 
^ >0) и электрона с зарядом - е. . Потенциальная энергия в 
этом случае выражается так: 
и = - І-Ц; ) (7.16) 
где - электрическая постоянная ж ^  - расстояние от элек­
трона до ядра. Выбрав за начало отсчета координат ядро, по­
лучим ^  . Таким образом, у нас конкретизщюван 
вид функции V , входящей в уравнениё (7.14). Уравнение ІЦре-
дингера, описывающее движение электрона в водородоподобном 
атоме, будет следующим; 
.t ^ . (7.17) t a t  лт v.J-o 
Если решить это уравнение, то /^/ і/ даст нам вероят­
ность нахождения электрона в элементе объема dV . 
В качестве другого примера рассмотрим линейный гармони­
ческий осциллятор, где потенциальная энергия частицы имеет 
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вжд: 
(7.18) 
где ^ является постоянной. 
С п иощы) формул (7.14) и (7.18) сможем получить урав­
нение Щредингера для линейного гармонического осциллятора в 
виде: 
- І + k<3c^^ , (7.19) 
с 9-t ifn » 
Форяулы (7.17) и (7.19) конкретно иллюстрируют высказан­
ное ранее положение. Если потенциальная энергия выражается 
различно, например, как в формулах (7.16) и (7.18), то тогда 
и уравнение Щредингера имеет различный вид, как в выражениях 
(7.Г7) и (7.19). 
В качестве третьей иллюстрации рассмотрим движение сво­
бодной частипн. Тогда потенциальная энергия равняется нулю и 
уравнение Щредингера (7.14) имеет вид: 
£3? , (7.20) 
с Zn, 
Как можно установить непосредственной проверкой, решение 
уравнения (7.20) имеет вцд: 
(7.21) 
Здесь С - постоянная, а р ъ ^ - соответственно импульс и 
энергия частицы, причем 
t • (7.22) 
в частном случае, когда ось направлена по вектору 
Z' , получим без (7.21) ранее известную формулу (1.5). Так 
конечно это должно быть, поскольку простой случай движения 
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свободной частицы (волна де Бройля) служил часто в наших вы­
кладках прообразом при формировании более сложных понятий. 
Важными являются физические условия, которым должно удо­
влетворять решение зфашения Шредингера , как волновая 
функция. Эти условия в случаях, часто встречающихся в прак­
тике, следующие: 
I. Если потенциальная энергия всюду конечна, то "ф* долж­
на быть всюду однозначна, конечна и непрерывна вместе с не­
прерывными первыми производными по координатам. 
І^ебование однозначности волновой функции связано с" тем, 
что на основании формулы (4.5) по можно определить 
плотность вероятности нахоадения частицы. В качестве иллюст­
рации приведем на рисунке 4 а противоположный пример для од­
номерного случая. 
X X. 
4в 
Рис. 4 
Волновая функция не может иметь такой вид, так как в 
точке X = невозможно определить плотность вероятности 
нахождения частицы. 
Требование конечности функции тоже объяснимо на основа­
нии формулы (4.5), как и требование непрерывности. Последнее 
проиллюстрируем рисунком 4 б, где приведен противоположный 
случай. Волновая функция не может иметь такой вид, так как 
из-за нарушения непрерывности в точке невозможно оп­
ределить плотность вероятности нахождения частицы в этой 
точке. 
Требование непрерывности частных производных волновой 
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функции по координатам вводится из-за следущих соображений. 
Уравнение Щредингера (7.14), как основное уравнение волновой 
механики, должно выполняться в любой момент времени и в лю­
бой точке пространства. Значит, должны существовать требуе­
мые в этом уравнении частные производные второго порядка по 
координатам. А они, как известно, могут существовать лишь 
при условии непрерывности первых производных. Как иллюстра­
цию, рассмотрим противоположный пример на рисунке 4 в. Пред­
ставленная функция однозначна, конечна и непрерывна, но в 
точке = Хо ее производная по 'Х не является непрерывной. 
Значит, такая функция не может быть волновой функцией. 
2. Пусть потенциальная энергия ^ всюду конечна, за ис­
ключением поверхности f) , где она становится бесконэчной. За 
пределами этой поверхности выполняются требования, предъяв­
ленные в случае I, но на поверхности ^ волновая функция об­
ращается в нуль и на этой поверхности первые производные 
функции, взятые по координате, могут не быть непрерывными. 
Для обоснования будем исходить из того, что на поверхно­
сти $ невозможно написать уравнение Щредингера (7.14), так 
как I/ там превращается в бесконечную. Поскольку уравнение 
Щредингера является основным урашением волновой механики, 
то, следовательно, частица не может находиться на поверхно­
сти $ . Отсюда следует на основании формулы (4.5), что на 
поверхности ^ волновая функция должна обратиться в нуль. 
Из-за того, что потенциальная энергия V становится на по­
верхности $ бесконечной, не обязательно требуется в форму­
ле (7.14) существование частных производных второго порядка 
на этой поверхности. Поэтому первые частные производные мо­
гут не быть непрерывными. 
3. Пусть потенциальная энергия всюду конечна, за исклю­
чением точки Р , в которой она обращается в бесконечную. 
Вне данной точки продолжает выполняться требование, приве­
денное в случае I. В точке Р волновая функция может превра­
щаться в бесконечность, но характер превращения в бесконеч­
ность определяется условием конечности вероятности. Для ана­
лиза обратимся к рисунку 5, где вокруг точки Р , служащей 
центром, нарисован шар с радиусом ^ . Обозначим произволь-
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Рис. 5 
ную точку шара Q.Плотность вероятности находдения частицы' 
является функцией этой точки. На основании § 4 \M('^)dV рав­
на вероятности нахоадения частицы в элементе объема о^ , ок-
ружащего точку ^  . Если вьфажение Uf(.Q)c(V 
проинтегриро­
вать по всему шару, то получим вероятность Wft), что частица 
находится в этом шаре: 
UZ/'r; = ^ur(Q)cl l// (7.23) 
Перейдем к пределу, если . Тоіща шар стягивается к 
точке Р . Так как У становится бесконечной в точке Р , то 
частица не может находиться в этой точке. Следовательно, 
\jJ (t) О , если t , (7.24) 
Применим к интегралу (7.23) теорему о среднем значении: 
^ иг (Qo) , (7.25) 
где - какая-то конкретная точка шара. 
Если ft-г , то (2^Р , Из выражений (7.24) и (7.25) 
получим таким образом: 
^ есш г ^ (7.26) 
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Учитывая формулу (4.5), получим отсіща: 
(7.27) 
Условие (7.27) и определяет характер превращения волно­
вой функции в бесконечность в точке Р , дце потенциальная 
энергия прещ)ащается в бесконечность. Например, волновая 
функция может обратиться в бесконечность, как 4^ , но не мо­
жет обратиться в бесконечность, как . 
§ 8. Стационарные состояния 
Рассмотрим особо значимый с точки зрения црактики част­
ный случай, если гамильтониан не зависит от времени, йіцем 
решение уравнения Щредингера (7.5) методом разделения пере­
менных в виде: 
Эіцесь сомножитель/' зависит только от координат , 
которые являются компонентами радиуса-вектора Ч , а сомно­
житель и зависит только от времени. Обращаем внимание на 
распространенную в учебниках по атомной физике традицию об­
означать полную волновую функцию прописной іреческой буквой 
ф* , а ее зависящий от координат гшожитель строчной буквой 
Подставляем ^  из выражения (8.1) в уравнение (7.5) 
- ^(Фа)- ti(fu), (8.2) 
с, ЭЪ ^ ' 
где для кратности не приведены арітменты и w . 
В левой части выражения (8.2) ^  не зависит от времени, 
поэтому ее можно вынести из-под знака производной. Поскольку 
и зависит только от времени, то частная производная превра­
щается в данном случае в полную производную; 
" Г '  ( 8 . 3 )  
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При преобразовании правой части выражения (8,3) учтем 
предположение, сделанное ранее, о том, что гамильтониан не 
зависит от времени. Припомним из § 5, что операторы кванто­
вой механики линейны. В таком случае величина ^ выступает 
как константа по отношению к оператору А? и мы можем на ос­
новании выражения (5.7) написать и перед знаком оператора: 
it Ыи (8.4) 
Применим для выражения (8.4) стандартный прием метода 
разделения переменных: разделим выражение на произведение 
Таким пзгтем получим: 
і- j/u _ Н ^  (8.5) 
I  ^ oCt ~ f 
Левая часть выражения (8.5) зависит только от времени, 
правая - только от пространственных координат. Учтем, что 
результат (8.5) получен из уравнения Шредингера, которое, 
как основное уравнение квантовой механики, должно выполнять­
ся в 
любой момент времени и в любой точке пространства. В 
связи с этим равенство (8.5) действительно лишь при условии, 
что его левая и правая части по отдельности равны константе. 
Обозначим эту константу, которую называют константой разде­
ления переменных, символом !\ . Таким путем получим: 
jL ^  ^ а 
t и о/С" 
г 
(8.6) 
(8.7) 
Уравнение (8.6) элементарно іштеі^ируется: 
= Се'"^. (8.8) 
и 
где ^ - константа. Подставим полученное выражение для из 
(8.8) в формулу (8.1): 
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Так как ^  у нас до сих пор неопр делена, то мы отнесли 
константу С к определению функции f , Ъ связи с линейно­
стью оператора ^  уравнение (8,7) удовлетворяется и тоіда, 
когда вместо взята новая функция, полученная из гф жней 
путем умножения на константу. 
Сделаем попытку раскрыть физический смысл константы ^  . 
Чтобы найти руководшцую идею, сравним выражение (8.9) с вол­
новой функцией свободной частицы в виде (1.5). Сравнение по­
казывает, что в случае свободной частицы константа А равна 
энергии частицы В • Отсюда возникает идея, что и в общем 
случае константа есть энергия. Эту идею поддерживает фориула 
(8.7). Запишем ее в виде: 
Н f ^ (8.10) 
Уравнение (8.10) напоминает задачу на нахождение собст­
венной функции и собственного значения оператора в математи­
ке. Если выполняется условие 
(8.ІІ) 
где Я - константа ъ ^ - конечная, однозначная и непрерыв­
ная функция, не равная тождественно нулю, ^  константу ^ 
называют собственным значением оператора L , а функцию ^  -
собственной функцией оператора 'Ъ • В качестве иллюстрации 
отметим, что если оператор і влияет на произвольную функцию 
^ , то получаем,вообще говоря, функцию нового типа, кото­
рая необязательно должна быть в пропорциональной зависимости 
от первоначальной. Собственная же функция, характеризуицая 
оператор, является функцией определенного типа, также и соб­
ственное значение оператора является константой, которая оп­
ределяется свойствами самого оператора. 
Вернемся е выражению (8.10). Учтем из четнреіугольниЕа 
§ I соответствие (і^ ). Црипомним из § 7, что гамильтониан 
бнд построен на основании классичесЕой функции Гамильтона, 
которая описывает энергию. 5 данном параірафе мы имеем дело 
с частным случаші, когда гамильтониан не зависит от времени. 
По правилу, приведенному в § 7, такой гамильтониан получает­
ся из функции Гамильтона, которая не зависит от времени. Ес­
ли же функция Гамильтона не зависит от вршени, то в класси­
ческой механике это означает, что энергия частицы постоянна. 
Все вышесказанное поддерживает идею, что константа разделе­
ния переменных равна энергии частицы: /{= В . ВЕічисления, 
проведенные на основании таких цредположений, дали результа­
ты, которые оказались в соответствш с экспериментальными 
данными. 
На основании вышесказанного получим из формул (8.9) и 
(8.10); 
ifr  ^ (8.12) 
) (8.13) 
Tjsfi В - энергяя частицы. 
Состояния, дяя которых волновая функция имеет выражение 
вида (8.12), в квантовой механике называются птятргоия^ттми 
состояниями. Энергия в стационарннг состояниях постоянна. 
Сравнение показывает, что введенное в теории Бора оцределе-
нне стационарных состояний находится в соответствии с опре­
делением, данным в квантовой механике. 
Вычислим на основании форкул (4.5) и (8.12) плотность 
вероятности нахождения частицы для стационарных состояний: 
• (8.14) 
Обозначим p. у. 
• (8.15) 
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Как математЕческжй объект, tC > д^ствітедьное чжсло. В 
этом случае получим независвмо от вначенжя сі : 
le''"/- ICtn i f ^ • (8.16) 
Учитывая формулы (8.15) и (8.16), навдем из выражения 
(8.14): 
иУ - ' (8.17) 
Формула (8.17) показывает, что плотность вероятности на­
хождения частицы в стационарных состояниях не зависит от 
времени. 
Резюмируем схему нахождения стационарных состояний: вол­
новая функция віфажается формуоюй (8.12), іще функцию )^(?) 
и константу ^  следует находить из уравнения (8.13). Эта 
схема заменяет схему Бора, базирущупся на квантовых услови­
ях. О тсяі, что эти условия некорректны, ранее было сказано 
в § 6. 
Поскольку проблема вычисления стационаі^нх состояний 
сводится к решение уравнения (8.13), то это уравнение стали 
называть уравнением Шрй^трптаря для Ліштциптгяррнт лпг і»оашгіІ-
Часто уравнение (8.13) называют просто уравнением Щродинг -
pa, а У' (?) щюсто волновой функцией. 
Для описания стационарных состояний обычно пользуются 
следующей терминологией. Стационарное состояние с минималь­
ной энергией называется основным пплтптягвм. Все остальные-
состояния называются возбужденными. Стационарные состояния 
изображают ірафически в виде схемы уровней энергий (рис.6). 
Уровни энергии располагаются тем выше, ч^ выше энергия сос­
тояния. При этом расстояние медду уровняіш на основании оп­
ределения должно быть пропощионально разнице энергий этих 
состояний. Самый нижний уровень соответст^ет основному сос­
тоянию. Этот уровень называют основным уровнем. Все осталь­
ные уровіш носят название возбужденных уровней. Так на ри­
сунке 6 является основным уровнем, а . 
возбужденными. 
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^Ь-
Ег 
Ег 
Рис. 6. 
Если частица в стационарном состоянии и ее энертя равна 
, то часто говорят, что аастица находится на уровне 
Во избежание ошибочных мнений следует подчеркнуть, что здесь 
слово "находится" употребляется исключительно в рамках схемы 
уровней энергии. Здесь нет ничего общего с нахождением час­
тицы в пространстве. 
В связи с выражением (8.13) обращаем внимание на тот 
факт, что энергия является собственным значением гамильто­
ниана. Результаты измерения энергии находят свое выражение в 
атомных спектрах. Отсюда зародилась идея о том, что значения 
измеренных физических величин в квантовой механике выражают­
ся собственными значениями определенного вида оператора. 
Эту идею мы развернем в трех последующих параграфах. 
§ 9. Свойства эрмитовых операторов 
л 
Линейный оператор L называют эрмитовым (или самосопря­
женным), есш выполняется условие: 
I ( Г ^ L  и  o t z  -  f  и Х * f f t Z ^  ( 9  1 )  
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где и к - две произвольные функции, аргументами которых 
являются действительные числа. Интеірировано по всей области 
изменения арітментов. Звездочка означает комплексное сопря­
жение. В качестве иллюстрации приведем пример, где U ж 
являются функциями точки обычного трехмерного пространства. 
Аргументы этих функций обозначим, как обычно, через К 
тогда означает в формуле (З.І) произведение oC^'a^d^t. 
Конкретный пример U - ос -f-fCiitbSb говорит о том, что с 
помощью аргументов, выраженных действительными числами, мож­
но составить функции, имещие комплексные значения. 
Допустим, что функция и является собственной функцией 
эріШтоЕого оператора. Тогда на основании формулы (8.II) мож­
но написать: 
Z ^ Л U, (9.2) 
где л - собственное значение. Умножим это выражение на 
функцию и проинтегрируем по всей области определения: 
^ оіт ^  и*'и оП (9.3) 
Учитывая, что Я = cc»vit ^ -^О (так как собствен­
ная функция тождественно нулю не ратяется) сможем найти: 
Образуем из выражения (9.4) ковшлексно сопряженное выражение: 
Л* * 
* L и оСТ 
^ f Іиі'- dT ' (9.5) 
Учитывая, что оператор ^  является эрмитовым, и, положив в 
формуле (9.1) 1  - О', увидим, что знаменатели в выражениях 
(9.4) и (9.5) одинаковы. Значит: 
(9.6) 
^ражешеЧЭ.б) показывает, что собственные значення 
Ьрштовых операторов являются действительными числами. По­
этому в квантовой механике рмитовые операторы служат опера­
торами физических величин (ср. § 8). 
Пусть в формуле (9.1) в роли и^выступает (Ак, являющая­
ся собственной функцией оператора /- , которая соответствует 
собственному значению ЛКроме того, пусть в роли У будет 
собственная функция Ііщ , соответствующая собственному значе­
нию Ял . На основании формулы (8.11) получим: 
t (9.7) 
z r  Я  л »  ^ ( 9 . 8 )  
Таким путем най;с(ем из форсулы (9.1) 
/ut t (9.9) 
Для преобразования левой части этого выражения использу­
ем формулу (9.7). Для преобразования правой части возьмем 
сначала из форіулы (9^.8) комплеконое сопряжение: 
(9-10) 
zTie мы использовали также условие (9.6). Таким образом, из 
формулы (9.9) получим: 
(-Хп ' (9.ІІ) 
Предполагая, что Ял Ял, , получим: 
[и^иІЫТ ^СР. (9.12) 
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Формула (9.12) выражает условие ортогональности собст­
венных функций эрмитового оператора, соответстіущих различ­
ным 
собственным значениям. Б этом выражении понятия "ортого­
нальный", которое в обычной геометрии означает "перпендику­
лярный", употребляется в переносном смысле. В курсе матема­
тического анализа обобщается известное из высшей алгебры 
скалярное произведение двух векторов. Интеграл такого типа, 
как в формуле (9.12), представляет собой скалярное произведе­
ние двух функций. Если это произведение равно нулю, то, по 
аналогии с векторной алгеброй (там скалярное произведение 
взаимно перпендикулярных векторов равно нулю), называют эти 
функции ортогональными. 
Обратимся к анализу интеграла «Так как собст­
венная функция тождественно нулю не равняется, toJ/^/i/Vtj^ 
0. Здесь следует различить два случая: 
а) интеграл является конечным, 
б) интеграл расходится. 
Можно показать, что появление случая а) или б) зависит 
от спектр оператора. Под этим термином понимают множество 
собственных значений оператора. Название термина дано по 
аналогии с оптическими спектрами. Если собственные значения 
оператора выражаются дискретными величинами, то говорят, 
что его спектр дискретный. Если собственные значения опера­
тора имет непрерывные значения в определенном промежутке, 
то спектр называют непрерывным. Оказывается, что в случае 
дискретного спектра реализуется возможность а), а в случае 
непрершного спектра - возможность б). 
Если SlU^I^UT конечен, то тогда в бесконечности 
должно обратиться в нуль. Если это условие не выполняется,то 
интеграл расходится. Бели теперь в роли выступит собст­
венная функция гамильтониана, то из условия (8.17) выясняет­
ся, что частица не может двигаться бесконечно далеко. Таким 
образом, движение частицы происходит в ограниченной области 
пространства. Движение такого рода называют Финитным движе-
нием. В случае б) функция на бесконечности отлична от 
нуля, и, в силу условия (8.17), частицу можно обнаружить в 
бесконечно большой области пространства (инфинитное движе­
ние). 
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Дальнейшие рассукдения построим на примере дискретного 
спектра. Анализ непрерьшного спектра приводится в цикле 
теоретической физики. В случае дискретного спектра можно 
^(илі^ оІТ без ограничения общности нсрмирсвать на единицу; 
Формула (9.13) выражает условие нормировки собственной 
функции эрмитового оператора. 
Пользуясь символом Кронекера: 
I, если п = ^  
(9.14) 
О, если п Ф гп ^ 
можно условия (9.lit) и (9.13) обобщить следующим образом: 
. (9.1b) 
Условие (9.15) называется .условием ортонодаировки собст­
венных функций эрмитового оператора. . 
Можно показать, что произвольную функцию /' можно разло­
жить в ряд по собственным функциям эра штового оператора: 
і '  ^  и J f п 
L 
(9.16) 
где V» является постоянной. 
Легко получить правило для нахождения коэффициентов раз­
ложения. Для этого умножим выражение (9.16) на функцию 
где м произвольный индекс, и интегрируем по всей области 
определения: 
(9.17) 
Интеграл, находящийся в правой части выражения (9.17), 
можно заменить при помощи формулы (9.15) символом Кронекера: 
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Ju% {'ol't - ^  oCi (9.18) 
Учитывая определение (9.14), видим, что в сумме только 
одно слагаемое отлично от нуля, а именно, то, у которого ин­
декс суммирования п. равен фиксированному индексу . 
Таким образом; 
' (9.19) 
Так как /п был произвольно выбранный ивдекс, то выражение 
(9.19) можно использовать и для вычисления множителя : 
Образуем, исходя из выражения (9.16), интеграл 
' (S.2I) 
Интеграл, находящийся справа,можно заменить на основании ус-
лошя ортонормировки (9.15): 
^ ^  in ^пт . (9.22) 
С помощью символа Кронекера можно, например, легко вы­
числить сумму по индексу >»» . Б этой сумме отличен от нуля 
только тот член, у которого индекс суммирования = ti , так 
в выражении (9.22) в правой части останется только сумма по 
индексу : 
^ , (9.23) 
из чего следует 
(9.24) 
7 
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Отсюда получаем следующий интересный результат. Если 
функция ^  нормирована, то коэффициенты разложения в ряд 
удовлетворяют условию: 
2.UJ' = /. (9.25) 
н 
Исследуем вопрос о том, каким образом можно из имеющихся 
эрмитовых операторов образовать новые эрмитовые операторы. 
Непосредственная проверка, основанная на формуле (9.1) пока­
зывает, что сумма и разность двух эрмитовых операторов тоже 
является эрлитовым оператором. Если умножить эрмитов опера­
тор 1- на вещественную постоянную , то получаем, на осно­
вании выражения (9.1), тоже эрмитов оператор. Однако 
уже не является эрмитовым оператором. Можн5^ показать, что 
произведение ДВУХ ЭРМИТОВЫХ операторов t- и М лишь тогда 
является эрмитовым оператором, когда эти операторы коммути­
руют, т.е. 
Позже (в § II) мы убедимся, что коммутационные свойства 
операторов имеют важное физическое толкование. 
^ Целесообразно ввести понятие коммутатора двух операторов 
L и ЛІ следующим образом: 
Если два оператора коммутируш, то тогда коммутатор 
равен нулю. 
Из определения коммутатора (9.27) вытекают следующие 
свойства коммутатора: 
(9.26) 
(9.27) 
(9.28) 
(9.29) 
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Можно показать, что коммутатор двух эрмитовых операторов 
можно выразить в виде: 
c t >  ( 9 . 3 0 )  
А 
где ^  - эрлитов оператор. 
§ 10. Примеры эрмитовых операторов 
у 
Для начала убедимся в том, что операторы » 
введенные в § 7 для описания компонентов импульса (см. фор­
мулы (7.7)),являются эрмитовыми. 
Начнем с оператора ри . Возьмем интеграл, который в ле­
вой части формулы (9.1), и преобразуем его следующим обра­
зом: 
SiT'jS.ur^'г/"'IT 
Для интеграла, который взят по Jl' , применим метод интег­
рирования по частям: 
і иат - tf(UU-'jZ'Z -/" ^  (10.2) 
Проинтегрированную часть проанализируем следующим обра­
зом. Если имеем дело с функциями, описывающими финитное дви­
жение, то они на бесконечности обратятся Е нуль. Б случае 
инфияитного движения эти функции в бесконечности не равняют­
ся нулю, но по физическому смыслу они доліг:ни Е сл^'чае Л; = 
- оо и ^ = +ое? иметь равные значения. Поэтому проинтегри­
рованная часть после подстановки пределов обратится в щль: 
1 и Ut ^ ^ ^ оС . (іс.з) 
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TRU Raomotukogu 
~л "it ^ 'ir — ОС^ ' 
Учитывая, что ^ і и , можно выраже­
ние (ІО.З) далее преобразовать так; 
(10.4) 
А 
Выражение в последних скобках по формуле (7.7) есть рх . От­
сюда: 
/ч 
Выражение (10.5) показывает, что оператор f>x удовлетво­
ряет определению эрмитового операт(^а (9.1). Аналогично мож­
но убедиться, что операторы ру 
ж являются токе эрмито­
выми операторами. 
На основании полученных результатов легко убедиться в 
том, что гамильтониан, введенный в формуле (7.9), токе ямя-
ется эрлртовым оператором. Сначала исследуем оператор + 
+ » входящий ъ формулу (7.9). Оператор опреде­
ляется, как = Д Д . Каждый оператор коммутирует сам 
собой (см. формулу (9.27))^ Поэтому на основании правила, 
приведенного в конце § 9 тоже является ^рмитовым опера­
тором. По этой же причине операторы и токе будут 
эрмитовыми. Сумма этих трех эрмитовых операторов, также по 
правилу (§9) будет эрмитовым оператором. Если ее умножить 
на вещественную константу j;;;; , то снова (по § 9) получим 
эрмитовый оператор. Потенциальная энергия U , входящая в га­
мильтониан, по своему физическому смыслу имеет значения, вы­
ражающиеся в Еещественных числах. Рассматривая оператор 1 , 
как умножение на потенциальную энергию, нетіудно убедиться, 
что выполняется требование определения эрмитового оператора 
(9.1). Так как слагаемые гамильтониана (7.9) оба являются 
эрмитовыми операторами, значит и сам гамильтониан является 
таковым. 
Для дальнейшего применения необходимо знать коммутатор 
где ос - оператор координаты, который определен 
следующим образом: 
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где ^ - произвольная функция. 
Исходя из определения коммутатора (9.27), получим: 
А А ^ ^ Т 
Zx,px.:i = 'Р* ' (10.7) 
Поскольку мы впервые соприкасаемся с вычислением комму­
татора, то рассмотрш ход рассуждений детально. Подействуем 
коммутаторе» ,руС\ на произвольную функцию г . Учитывая 
формулы (5.4) и (10,7), получим: 
(10.8) 
Пользуясь формулами (7.7) и (10.6), придем к выражению: 
С ржі / = -^ (^ • (10.9) 
Применив снова формулы (7.7) и (10.6), получим: 
(10.10) 
Теперь остается только вычислить частную производную произ­
ведения xf по X . Из формулы (10.10) найдем: 
(10.II) 
Используя определение равенства двух операторов (5.3), 
получим искомый коммутатор: 
- t . (10.12) 
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Если воспользоваться свойствами коммутатора (9.28), то 
из формулы (10.12) следует: 
^ Л /  т  (10.13) 
Полученные формулы (10.12) и (10.13) являются хорошей 
иллюстрацией общетеоретического положения (9.30). Возьмем, 
например, формулу (10.12), которую можно преобразовать в та­
кой вид: 
. (10.14) 
л. . 
Сравнение с формулой (9.30) показывает, что К-Т, Здесь 
действие оператора К на какую-либо функцию означает умно­
жение этой функции на вещественную константу ^ . Отсюда сле­
дует, что условие эркитовости (9.1) выполняется.^ 
По аналогии с вычислением коммутатора произво­
дится вычисление и остальных коммутаторов и 
[2Jpj» Результатом также является Результат вычис­
ления таких комлвутаторов мші.ет быть представлен .формулой: 
.  ^  t  
(10.15) 
где индекс у = I, 2, 3 и Хі= > 
л {S •А «-л 
Найдем коммутатор Со^,р^2 . Будем опираться на опреде­
ление операторов (7.7) и ^О.б). Результат получается про­
сто. Действие оператора означает, что сначала нужно 
взять частную производную по у и умножить ее на константу 
•$- , а полученный результат умножить еще раз на аргумент х. . 
^ Действие оператора означает, что сначала нужно по-
мнок;ить функцию на X , после этого надо взять производную 
по у и результат умножить на константу . Поскольку х и 
^являются независимыми переменныгли, то действие операторов 
одинаково; значит эти операторы комг/.ути^уга. 
Полученные результаты и аналогичные для коммутаторов 
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и др. мсжно (мЗобщить, учитывая формулу (10.15),следующим об­
разом: 
І (10.16) 
где означает символ Кронекера. 
Для лучшего запоминания полученного результата (10.16) 
подчеркнем следующее. Если операторы координат и компонен­
тов ившульса являются "одноименными" (например, у и^), то 
коммутатор равен - * ; если они "разноименные" (например, 
аг и уОг ), то коммутатор равняется нулю. 
Опираясь на определение (10.6) можно найти: 
(10.17) 
Опираясь на определение (7.7), можно найти; 
(10.18) 
Если^ = /с , то результат (10.18) очевиден, так как каж­
дый оператор коммутирует сам с собой. Если Jк % то яа ос­
новании выражения (7.7) причиной выполнения формулы (10.18) 
служит равенство смешанных производных второго порядка. 
§ II. Описание физических величин с помощью операторов 
В конце § 8 мы высказали идею, что с позиции квантовой 
механики измеренные значения физических величин выражаются 
через собственные значения определенных операторов. Значения 
этих измеренных величин являются вещественными числами. Б 
§ 9 мы убедились, что собственные значения эрмитовых опера­
торов тоже вещественные числа. Поэтому в квантовой механике 
эрмитовые операторы используют для описания физических вели­
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чия. Далее возникает вопрос о конструировании таких операто­
ров. Рассмотрим здесь два случая: 
а) физические величины, имеющие классический аналог; 
б) физические величины, для которых отсутствует класси­
ческий аналог. 
В случае а) возникает мысль сконструировать операторы 
аналогично тому, как гамильтониан получили на основании 
функции Гамильтона. Действительно, наблюдается соответствие 
с экспериментом, если при конструировании оператора исходить 
из соответствующей формулы 
классической механики, оставляя 
неизменными координаты и время, но заменяя компоненты им­
пульсов операторами по правилу (7.7). Обобщению таким спосо­
бом поддаются только те формулы, которые в ходе описанной 
выше подстановки дают эрмитовые операторы. Для проверки ис­
пользуются правила, приведенные в конце § 9. 
В случае б) нет иной возможности, как исходить из обоб­
щения результатов эксперимента и при конструировании опера­
тора следить, чтобы выполнялись требования линейности (§5) 
и эрмитовости (§ S). Такой величиной, которая не имеет клас­
сического аналога, является,например, спин электрона. 
Примером случая а) рассмотрим момент импульса. Из клас­
сической механики известно, что компоненты этого вектора вы­
ражаются следукшщм образом; 
и = 
(II.I) 
где - компоненты радиуса-вектора и ^ /J'yA"" 
поненты импульса. 
Попробуем применить ранее сформулированное правило для 
конструирования оператора х. - компонента момента импульса. 
Операто^н, соответствующие координатам ^ и 2, определены 
аналогично формулой (10.6), так же как и для координаты х . 
Операторы, соответствущие компонентам импульса ^ 
І10ЖВ0 взять из формулы (7.7). В выражении классической физн-
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ки (II.I) вначале стоит произведение . Ему соответст­
вии с правилами должен соответствовать оператор . Взяв в 
формуле (10.16)^' = 2 и = 3, убедимся, что операторы у и 
коммутирут. Значит, на основании правила, приведенно­
го в конце § 9, является эрмитгаым оператором. Анало­
гично можно убедиться в том, что 2^ тоже эрмитов оператор, 
основании выражения (II.I) для конструирования оператора 
и необходимо взять разность, которая так же njj^ правилу § 9 
является эрмитовым оператором. Таким образом Lx является 
эрмитовым оператором, служащим для описания ^ - компоненты 
момента имщ'льса. Поступая аналогично и далее, мы получим 
окончательное выражение душ операторов компонентов момента 
импульса в следующем виде: 
/\ л ^   ^^  
и 
Если воспользоваться формулами (10.6) и (7.7), то этот 
результат можно записать и в таком виде: 
^ - І 5 3-
~(і (ІІ.З) 
Изучение микрочастиц показало, что существует несколько 
видов моментов импульса. Для различения их описанный выше 
момент импульса, имеющий аналог в классической механике, на­
зывается огхЗитальным моментом импульса. Операторы орбиталь­
ного момента импульса выражается в виде (II.2) или (11.3). 
Б качестве иллюстрации предстакляем таблицу I, где пере­
числены простейшие операторы квантовой мехэнідаі. Они сконст­
руированы по правилу, представленному для случая а). 
Излолим положение квантовой мехашшй. на осжчоваш-ш кото-
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Таблица I 
Простейшие операторы квантовой механики 
Физическая величина 
Обозначение или определение 
в классической механике 
Оператор в квантовой 
механике 
Координаты 
л:, ^ , S 
/V <Л -л 
Компоненты импульса 
F', 
А У-а t Э IX я ^ ^ 
Компоненты момента 
импульса 
и  г b f n  -
Іг = -УЛ 
1 = tah-
4' т , 
2 ^ 
• 1 1 1 
1 
і- іінетическая энергия 
A ^г. 
r= -I-
Потенциальная энергия V iy= 
Полная энергия H- - л -h cr Ссе,^уг) 
Doro результаты измерений приводятся в соответствие с собст­
венными значениями оператора. 
рассмотрим физическую величину, которую описывает опера­
тор С . Пусть его собственные функции будут 
.. и собственные значения Ял » Пусть 
нам задано состояние, которое описывается нормированной вол­
новой функцией ^  . Разложим ее в ряд по собственным функци­
ям оператора t : 
г: u h  . 
(II.4) 
где коэффициенты вычисляются по формуле: 
OL^ = (II.5) 
(смотри формулу (9.20)). Содеркание положения состоит Е тем, 
что в состоянии, волновая функция которого У' , H3N;efeiinKM 
значением физической величины является одно из собстнекних 
значений . При этом вероятность появления 
конкретного результата измерения я л равна 
Обсснованиег , этого полож.ения служит то обстоятельстЕс, 
что получаются результаты, находящиеся в соответствии с 
периментом. Формулировка положения довольно длинная, но по 
содерканию оно простое. Если имеем дело с общш і случаем, ко­
гда волновая функция выражается фо^лой (II.4), то Различ­
ные собственные функции оператора ^ входят б сумму с рсзьл-^ . 
"весом", который характеризуется коэффициентом . Теперь 
понятно, что вероятность появления конкретного значения 
должно определяться через: коэффициент Вероятность долж­
на выражаться положительным числом. Простейшим действием для 
получения положительной величины из комплексного ч^ола 
является умножение на комплесно сопряженное ЧІІСЛО. Так по­
лучим Лл^?^^что равняется Представленную выше интер­
претацию поддерживает то обстоятельство, что суімма величіш 
основании формулы (9.25) равна единйде. 
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На этом мы заканчиваем рассмотрение основных принципов 
квантовой механики. Существует еще один принцип, который 
касается систем, состоящих из одинаковых частиц. Оставим его 
на рассмотрение в цикле теоретической физики. 
Сделаем маленькое отступление в связи с учебным планом 
физической специальности. Изложенный выше учебный материал 
соответствует в структуре квантовой механики как науки при­
близительно тому материалу классической механики курса общей 
физики, на который в дальнейшем опирается курс теоретической 
механики. Например, знать из квантовой механики только урав­
нение Шредингера 
означает то же самое что из классической 
механики усвоить лишь II закон Ньютона. Представленный здесь 
материал потребовал больших затрат времени из-за того, что 
понятия, описывающие микрочастицы, не имеют опоры в повсе­
дневном жизненном опыте, который значительно помогает при 
изучении понятий, относящихся к макроскопическим телам. 
Вернемся назад к положению, которое установило соответ­
ствие между результатами измерений и собственными значениями 
оператора. Так как вероятность появления конкретного резуль­
тата измерений есть то можно легко вычислить 
среднее значение СіУ физической величины, соответствующей 
оператору L , для состояния, описываемого волновой функци­
ей : 
(п.б) 
Из практических соображений преобразуем выражение В 
такой вид, чтобы волновая функция входила в него в яв­
ном виде. 
Сначала запишем выражение (II.6) в другой форме; 
^ " (П .7 )  
Величину С-н заменим по формуле (ІІ.5): 
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/іУ ^  ' (II.8) 
Н 
Величину Тіл^н заменим через выражение (9.7): 
<L> ='^a.Sf^tu„ci-r = 
(П.9) 
Сумму "2.01*, tи» преобразуем на основании свойств и линей­
ного оператора (5.6): 
= Г? ' (II.10) 
На основании формулы (II.4) мы имеем в круглых скобках вол­
новую функцию */' . Таким образом, мы пришли к искомому 
результату: 
<L> = •  Ш.П) 
^ Если функция 5^ - одна из собственных функций оператора 
С, например, ^  , то при разложении (II.4) все коэф­
фициенты - нули, за исключением Ch^ , равного единице. Таким 
образом,/л«= I и физическая величина имеет определен­
ное значение. 
Если функция ^  является собственной функцией двух опе-
уЯ. 
раторов L я At , то в этом состоянии у двух физических ве­
личин существуют определенные значения 7<м и, Прі этом: 
А. 
[ /», П 
М (II.12) 
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Исследуем, что свойственно операторам е. Л , имеющим 
общую систему собственных функций (т.е. полагаем,что (II.12) 
действует при произвольном /п ). С помощью формулы (II.12) 
получим: 
(II.13) 
L,n іАп, у у (II.14) 
Отсюда получим с помощью формул (5.4) и (9.27); 
i t ,  А  J ^  о  .  (II.15) 
Воспользуемся тем обстоятельством, что произвольную 
функцию ^ можно разложить в ряд по собственныіі функциям 
эриитового оператора. Подействуем коммутатором Ct^Aj на 
произвольную функцию / в выражении (9.16): 
I 
(II.16) 
Поскольку коммутатор является линейным оператором (§ 5 
и 9), то на основании свойства линейного оператора (5.6) по­
лучим: 
(II.I?) 
Из вырахіения (II. 15) следует, что каждый член этой суммы 
равен нз'лю. Так как функция / произвольная, то на основании 
выражений (5.2) и (5.3); 
л 
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Напомним, что эта формула получена,исходя из выражения (II, 
12). Этим мы показали, что| если у двух операторов есть об­
щие собственные функции, то эти операторы комі іутируют. Физи­
ческое толкование математического гредположения состоит в 
том, что у двух физических величин имеются одновременно оп­
ределенные значения. Так мы подошли к следующему физическому 
результату: если у двух физических величин одновременно име­
ются определенные значения, то операторы, описывающие тн 
физические величины, коммутирзгют. 
Можно доказать и обратную теорему: если два оператора 
коммутируют, то у них есть одинаковые собственные функции. 
Здесь физическое толкование математического утвервдения сос­
тоит в том, что у двух физических величин одновременно име­
ются определенные значения, 
С практической точки зрения последний результат особенно 
ценен. Коммутаторы операторов сравнительно легко вычисляются 
(см. примеры § 10). Если коммутатор окажется нулем, то две 
физические величины могут иметь одновременно определенные 
значения. Если коммутатор отличается от нуля, то соответст­
вующие операторы не имеют общих собственных функций (если 
собственные функции были бы общими, то согласно выше дока­
занному должны были бы эти операторы коммутировать). Следо­
вательно, если коммутатор не равен нулю, то у двух физиче­
ских величин нет определенных значений одновременно. 
В качестве конкретного примера рассмотрим коммутатор 
(10,12), который отличен от нуля. В связи с этим укоодаинаты 
X и X - компонента импульса нет одновременно определенных 
значений. По формуле (10.16) у координаты X ж ^ - компо­
нента импульса могут существовать определенные значения. 
§ 12. Соотношение неопределенности 
Рассмотрим две физические величины, описываемые неком-
мутирующими операторами и ^ . В таком случае в общей 
формуле (9.30) оператор f( отличен от нуля. 
Образу-ем новые операторы: 
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дм J 
(12.1) 
где ломанные скобки ^^начат средние значения (см. формулу 
(II.6)). Операторы йі- и 4 описывают отклонения физиче­
ских величин от средних значений, поэтому их можно называть 
операторами отклонения. 
Припомним из § 9, что разность двух эрмитовых операторов 
является также эрмитовым оператором. Поэтому операторы £і и 
А/Л токе являются эрмитовыми. 
Найдем, исходя из формул (9.27) и (12.I), коммутатор 
операторов отклонения: 
гЛ (t-а>)(і^-<м»-(А-^м>)(t-<L)). 
(12.2) 
/\ /\ 
Имея в виду то, что операторы L и At не коммутируют, после 
раскрытых скобок получим: 
(12.3) 
В правой части выражения (12.3) использован на основании 
формулы (9.27) коммутатор tt,^J • 
Опираясь на выражение (9.30), найдем из формулы (12.3): 
(12.4) 
Введем произвольный вещественный параіиетр оС и образуем 
интеграл: 
j r w -  ' Г  
(12.5) 
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где ^ - волдовая функция и интегрируется по всей области 
определения. 
Поскольку подинтегральная функция является неотрицатель­
ной, выполняется условие: 
7(оі)^0- (12.6) 
Используя свойство комплексного числа z и 
формулу (5.4), приведем выражение (12.5) к вдцу: 
'J(и) = otr , ^^2.7) 
где 
а = ^ . (12.8) 
Из-за постоянства шимой единицы , выражение (12.7) 
можно преобразовать следующим образом: 
7 U ) - .  (12.9) 
Б связи с тем, что операторы А£- И ЯВЛЯЮТСЯ ЭІЫИ-
товыми, а параметр <<. - вещественное число, то, исходя из 
формулы (9.1) можно выражение (12.9) преобразовать дальше: 
7и) , Лі. и. и-г ^  си otr. (12.10) 
Объединим снова оба интеграла и вспомним определение «-
по (12.8): 
(f(oi )= Jij/ * -h (<<^1 - іШ) У' 
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Перемножив операторы, находящиеся мещц/ получим, 
учитывая формулу (9.27), следующее: 
г , Р Л - >Сі Т + Л А1 J 'Z' 0^"^• 
Уг<^ )=  ^' (12.12) 
Опираясь на формулы (5.4), (II.II) и (12.4), получим: 
JroL)^ ОС^ <C(£,Lf> ^ (12.13) 
где 
(12.14) 
<(ку~ ^ ' (12.15) 
В теории вероятностей величины и. /> на­
зываются дисперсиями, а положительные значения квадратных 
корней из этих выражений называют средним квадратичным от­
клонением. 
В силу условий (12.6) квадратный трехчлен (12.13) яв­
ляется неотрицательным. В таком случае коэффициенты этого 
трехчлена должны удовлетворять неравенству, которое известно 
еще из курса средней школы: 
(12.16) 
Неравенство (12.16) называется соотношением неопределен-
Ё^сти для физических величин, описываемых операторами Ъ и 
Для интерпретации возьмем положительное значение квад­
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ратного корня из выражения (12.16): 
'ШйШ ^|-/<К>/. (12.17) 
А, 
Нами было сделано предположеше, что операторы L и At 
не коммутируют, значит операто]^ к отличается от нуля. Рас­
смотрим сначала случай, если К - . Тогда из формулы 
(12.15) следует, что Ф^О . В связи с этим на основании 
формулы (12.17) существует определенная связь между средними 
квадратичными отклонениями физических величин, описываемых 
операторами і л , Если, например, одна величина имеет 
определенное значение (ее среднее квадратичное отклонение 
равно нулю), то среднее квадратичное отклонение второй вели­
чины становится бесконечно большим. Это говорит о том, что 
вторая величина явл^тся неопределенной. 
Если оператор К не является константой, то в соогБет-
ствий с формулой (12.15) в общем отличается от нуля и 
существует связь между средними квадратичными отклонениями, 
как ранее указывалось. Но могут существовать частные состоя­
ния (для которых волновая функция ^ имеет специальный 
вид), когда интеграл в формуле (12.15) обращается в нуль. 
Для таких состояний с? и отсутствует связь между сред­
ними квадратичными отклонениями. 
§ 13. Примеры на соотношение неопределенности 
Выбере»^ в ^щем соотношении неопределенности (12.17) 
операторы L и /М следующим образом: 
к--? \ 
-Х /ч 
где X и. соответственно операторы координаты и ^ -
компонента импульса. Оператор К для этого случая вычислен 
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нами в § 10, где было найдено, что /с - / = , (см. 
формулу 10.14). В связи с этим из выражения (12.17) получим: 
(13.2) 
Это неравенство называют соотношением неопределенности 
Гейзенберга. по имени немецкого физика, который впервые об­
наружил соотношения такого типа в 1927 году. 
Из формулы (13.2) видим, что в состоянии, в котором X. -
компонент импульса частицы имеет определенное значение, ее 
координата Х является неопределенной и наоборот; в состоя­
нии, в котором координата X частицы имеет определенное зна­
чение X - компонент импульса является неопределенным. Ана­
логичные соотношения неопределенности получим и для других 
координатных осей на основании формулы (10.15) и (12.17). 
Выпишем их все вместо: 
(ІЗ.З) 
В более популярном изложении обозначают обычно Т Тд= 
= LX, 7С(л/ОхS Д и т.д. Эти величины называют просто 
неопределенностями координаты и соответствующего компонента 
импульса. Кроме этого, в популярном изложении обычно записы­
вают формулу (13.3) приближенно с точностью до порядка вели­
чины в следующем виде: 
д X ' 
(13.4) 
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Формулы (13.4) позволяют оледущую интерпретацию. Бели 
при измерениях координата ОС. частицы оказывается в промежут­
ке длиной ій , то величину X - компонента импульса можно 
найти в промежутке длиной Арх и т.д. При этом моасвт 
возникнуть частный случай, когда с некоторой точносты) одно­
временно выполняются условия: 
Если выполняются условия то с некоторой точно­
стью одновременно фиксируемы координаты и компоненты импуль­
са. Это - ситуация, характерная для классической механики. 
При таких условиях в рамках некоторой точности можно гово­
рить и о траектории частицы. 
По аналогии с соотношением неоцределенности между коор­
динатами и компонентами импульса частицы существует соотно­
шение неопределенности между временем и энергией. Энергию 
описывает гамильтониан (§7). Для получения соотношения не­
определенности между временем и энергией следует исходить из 
коммутатора tj . Для нахождения такого коммутатора суще­
ственное значение имеет полученный из уравнені^ Щредингера 
(7.5) результат о том, что действие оператора ^  на волно­
вую функцию дает тот же результат, что и действие оператора 
-. Далее ход рассуждений аналогичен вычислениям ков»-
мутатора . Результат отличается от представленного 
в формуле (10.13) лишь по знаку. Но это отличие знака не иг­
рает существенной роли, так как в общем виде в соотношении 
неопределенности (12.16) стоит . Выпишем результат в 
форме, подобной (13.4). Получим соотношение неопределенности 
для энергии и времени в следующем виде: 
(13.5) 
(13.6) 
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Здесь А промежуток значений энергии, куда отклады­
ваются измеренные значения, А- цромежуток времени, в ко­
торый осуществляют измерения. Поскольку процесс измерения 
энергии какого-либо состояния может происходить лишь в про­
межуток времени , который не превышает времени жизни 
такого состояния f", то в соответствии с формулой (13.6) не­
точность измерения энергии состояния составляет . Эту 
величину обычно называют ШИРИНОЙ УРОВНЯ энергии (обозначает­
ся через Г ). Следовательно, 
Г  ^  ,  (13.7) 
Отметим, что на основе общего соотношения неопределенно­
сти (12.16) удалось решить проблему дуализма света.*Если 
рассматривать свет на базе квантовой теории электромагнитно­
го поля, то оказывается, что оператор числа фотонов и опе­
ратор фазы поля не коммутируют. Исходя ш формулы (12.16), 
получается следующее соотношение неопределенности для элек­
тромагнитного поля; 
> (13.8) 
где л и Д у соответственно неопределенности числа фотонов 
и фазы поля. 
В состоянии, для которого Lh. = О у число фотонов имеет 
определенное значение. Другими словами, это означает прояв­
ление корпускулщ)ного аспекта света. Из формулы (13.8) сле­
дует теперь, что A'f оо ^ т.е. фаза поля цри этом неопре,-
деленна. Иначе говоря, это означает, что не наблюдается вол­
новой аспект. Аналогично, когда А ^  ~о (на передний план 
выходит волновой аспект), ^ л оо (корпускулярный аспект 
остается незамеченным). 
Обратимся к конкретным примерам, иллюстрируюирш соотноше­
ние неопределенности Гейзенберга. 
П р и м е р  I .  П у с т ь  п у л я , м а с с а  к о т о р о й  т  =  1 0  г, дви­
жется со скоростью ~ YO ^   ^ , и определена эта скорость 
с относительной погрешностью = І0~^. Возьмем ось х в на­
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правлении движения пули. Неопределенность импульса в 
данных условиях равна 4^^. Найдем, исходя из первой фор­
мулы системы (13.4), неопределенность координаты пули: 
. (13.9) 
Подставляя численные значения величин, получим лх-pQ 
Очевидно, такой результат не представляет ограни­
чения для практического определения места нахождения пули. 
Таким образом, в данном случае можно практически достичь со­
стояния, когда , Если учесть, что приведенное значе­
ние позволяет считать и СС d. , то выполняются условия 
классической физики (13.5). Этот результат связан с тем об­
стоятельством, что для процессов, происходящих с макроскопи­
ческими телами, постоянная Планка имеет ничтожно малую вели­
чину. 
П р и м е р  2 .  Р а с с м о т р и м  э л е к т р о н  в  а т о м е  в о д о р о д а . Д л я  
оценки йХ можно выбрать величину порядка размеров атома: 
—м. Найдем из формулы (13.4) неопределенность им­
пульса электрона и после этого в целях наглядности неопреде­
ленность скорости: 
(13.10) 
Из формулы (13.10) найдем Д іЛ — ІО^ м/с. Дяя сравнения 
вспомним, что порядок скорости электрона в атоме имеет такую 
же величину іГОІ. и/о (такую оценку получаем на основании 
теории Бора). Следовательно, в нашем случае ^ ^  . Усло­
вия (13.5) здесь не выполняются, ^ ачит классическая механи­
ка для описания поведения электрона в атоме неприемлема. 
П р и м е р  3 .  П р о а н а л и з и р у е м  о п ы т  Р е з е р ф о р д а ,  в  к о т о ­
ром атомы бомбардировали «< - частицами. Кинетическая энер­
гия этих частиц , Чтобы с помощью << - частиц 
изучать строение атома, неопределенность их координат не мо­
жет быть больше, чем размер атома. Следовательно, верхним 
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^еделом выбираем - І0~^® м. Пользуясь формулой (13.10), 
куда теперь надо подставлять вшссу ос - частицы, получим 
ІО^ и/о. Сравним эту неопределенность с величиной са­
мой скоростиN4acTH4, которую можно определить, исходя из ки­
нетической энергии. Так как Wxtut. — -іМэЬ значительно мень­
ше энергии покоя частицы ( * то можно исполь-
івовать HiDTcBoBCRyi) механжкУі откуда 
ІІ^ і/ч (ІЗ.ІІ) 
С/ - I т 
Подставляя сюда массу ос - частицы и используемый в опы­
те порядок величины энергии, получим 10^ м/с. Сравне­
ние с ранее приведенной величиной показывает, что 
— ІО^. Следовательно, при интепретации опыта Резерфор-
да можно исходить в известных пределах из классической меха-
ки. 
Представляет определенный интерес вычисление длины волны 
де Бройля К - частицы в данных условиях. Из формулы (3.2) 
получим Д — 10""^^ м. Эта длина волны значительно меньше, 
чем размер атома - 10"*^® м. Здесь выполняется условие: 
(13.12) 
т.е. длина волны де Бройля частицы значительно меньше, чем 
характеристический размер системы. В таком случае, как мы 
убедились выше, вполне можно использовать классическую меха­
нику, В соответствии (ct) из четырехугольнжа § I условие 
(13.12) описывает переход от квантовой механики к класси­
ческой мехалике. Здесь имеется полная аналогия с соответст­
вием { і). Как известно, переход от волновой оптики к геоме­
трической возможен цри малых длинах волн, т.е. должно выпол­
няться условие (13.12), где Д означает длину волны света. 
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§ 14. Свойства момента импульса 
Операторы компонентов орбитального момента импульса у 
нас уже определены ранее вьфажениями (II.2). 
Вычислим, исходя из них, на основании формулы (9.27) 
коммутатор: 
Раскроем скобки, имея в виду, что операторы в общем слу­
чае не коммутируют. В связи с этим придется сохранить преж­
ний порядок сомножителей после открытия скобок. Таким обра­
зом получим: 
-грф -Й^#А-3&5-(14.2) 
Проанализщ)уем члены выражения с одинаковым обозначени­
ем. Начнем с тех, которые подчеркнзгты одной пунктирной лини­
ей. Из формул (10.16) и (10.18) следует, что здесь все опе­
раторы коммутируют друг с другом. Поэтоглу при умножении с 
ними можно обращаться, как с обычными числами. Эти члены 
очевидно взаимно уничтожаются. Члены, подчеркнутые двумя 
пунктирными линиями J на основании формул (10.16) - (10.18) 
содержат множители, которые все коммутируют друг с друзтом. 
Значит, и эти члены взаимно уничтожаются. В первом члене вы­
ражения, подчеркнутого одной волнистой линией, множители ^  и 
коммутируют (см. формулу (10.16)),^' = 3, I). Сле­
довательно, можно р* написать перед г , т.е.^^гД^ ; опе­
раторы и л коммутируют (см. формулу (10.18)), т^ полу­
чим ^ . Аналогично приводится к виду и 
другой член выражения, подчеркнутый одной волнистой линией. 
Тем же методом можно преобразовать члены, подчеркнутые двой­
10 73 
ной волнистой линией, так, чтобы в конце произведения полу­
чились сомножители • Результат следующий: 
сир - ^ / л? - ^  = 
^-л, '^•л /-л>ч лСі (14.3) 
В круглых скобках мы имеем комь^аторы (см. формулу 
(9.27)) 
^  ^  АА / уч -к ^ гС л "7 
(14.4) 
Первый из них можно записать на основании фори^лн (9.28) 
в виде - С г, Тогда имеем: 
[L,lj^ ' Щ -/л) (м-5) 
Опираясь на формулу (10.16) (где J = ^  = 3), получим: 
- А ^  -  ^ ч А - Л  ^ • б) 
^*(хр^ -^/ ). 
В круглых скобках на основании формулы (II.2) содержится 
оператор іг . Следовательно: 
А л 
Так как на основании выражения (14.7) коммутатор 
отличен от нуля, то отсюда следует (смотри конец текста 
§ II), что X. - ж ^  - компоненты орбитального момента им­
пульса не могут иметь одновременно определенных значений. 
Аналогичным способом можно получить коглглутаторы и для 
других компонентов орбитального момента импульса. Результаты 
получаются из формулы (14.7) путем циклической перестановки 
индексов. Выпишем их вместе с ранее приведенныгж: 
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f 
(14.8) 
Формулы (14.8) используются в квантовой механике для 
обобщения. На их основании дается общее определение момента 
импульса. Моментом импульса назьгоают ректор, к^^шоненты ко­
торого описывают эряитовые операторы j,^ 
ворягощие условиям: 
С ' '^Г 
I-  ^  ^  ^
Сіг Д J = 3' 
ИІ, удовлет-
(14.9) 
Из форлул (14.9) следует, что все три кошонента момента 
импульса не имеют одновременно определенньос значеній (см, 
текст в конце § II). 
Составим оператор, описывающий квадрат момента итлпу.іьса: 
л 
Вычислим коммутатор c r , j  i J .  Ha основании 
(9.27) и (14.10) получшл: 
i f" IJ ' i l l г '-г/i -t t-1•  
(14.10) 
формулы 
(14.II) 
Сделаем преобразования следующего характера, которые 
опишем детально на примере первого члена выражения. С помо­
щью определения ^ пі^юведения операторов можно It J, 
ставить в виде I-, 
третьей формулы системы (14.9) через h f, 
приведем к выражению: ^ ^ ^ 
2 пред-
^ — 
Заменигл і^оі^ведение і«іг из 
Таким образом, 
(14.12) 
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Преобразовав аналогичным образом остальные члены выраже­
ния (14.II), после вычитания из суммы первых двух членов 
суммы последних двух получим простой результат: 
'"-И) 
Формула (14.13) показывает, что квадрат момента импуль­
са и его одна составляющая могут одновременно иметь опреде­
ленные значения (см. с^ова §^ІІ). 
Так как операторы ? и Гг коммутируют, они имеют общие 
собственные функции (§ II): 
л е *4/ Т f Г 
ij 
(14.14) 
где общую собственную функцию обозначили символом ^ , а 
собственные значения - Jit'' и (см. формулу (8.II)). На 
основании § II ж соответственно являются измеряемы­
ми значениями величин квадрата момента импульса и одной из 
его проекций. 
Из определения момента импульса (14.9) следует, что ком­
понент момента импульса имеет такую же размерность, что и 
постоянная / . Следовательно, в формуле (14.14) Я и т яв­
ляются безразмеркыми постоянными. 
Интерес представляет то обстоятельство, что входящие в 
уравнения (14.14) константы ^ и , характеризующие соб­
ственные значения, можно найти без решения уравнения, опи­
раясь лишь на определение момента импульса (14.9). Доказа­
тельство этого утверждения проводят в цикле теоретической 
физики. Ш же ограничимся лишь изложением результатов. 
Вычисление показывает, что постоянная Я выражается так: 
(14.15) 
где у - или неотрицательное целое число 
j = О, I. 2, ... (14.16) 
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или полуцелое положительное число: 
/' = (14.17) 
/ 2 2 2  
Целые или полуцелые числа, которые характеризр)т собст­
венные значения операторов физических величин, называют 
квантовыми числами» 
Квантовое число J определяет измеряемое значение вели­
чины квадрата момента импульса в виде (см. фор­
мулу (14.15) и текст после формулы (14.14)). Для наглядно­
сти можно сказать, что длина вектора момента импульса 
есть t ' 
При данном J квантовое число имеет следущие значе­
ния: 
^ ^ "V (14.18^ 
Если J является целым числом, то по формуле (14.18) й 
/«• будет также целым числом. Если является полуцелым, то 
и /л будет таким же. Например, если^' , то/п. =-J>-;ГугД 
Обращаем внимание на то, что в случае полуцелых зна­
чений J квантовое число /пне мо*ет быть равным нудо. Приве­
денный пример проиллюстрируем на рисунке 7, где момент им­
пульса измерен в единицах t . Начертим сначала окружность с 
радиусом зг. (показана пунктиром). Конец 
вектора момента импульса должен лежать на этой окружности, а 
возможные способы ориентирования вектора оцределяются так, 
чтобы на оси г образовались проекции -у г,Явление, 
состоящее в том, что вектор момента импульса может быть ори­
ентирован в пространстве только определенным образом, назы­
вается пространственным квантованием. 
Следует подчеркнуть следующее обстоятельство. Квантовое 
число j , которое описывает абсолютную величину момента им­
пульса, является неотрицательным. Квантовое число т. , кото­
рое описывает значение проекции момента импульса, может быть 
как положительным, так и отрицательным, или нулем (последняя 
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Рис. 7. 
возможность реализуется только при целочисленных значени-
Положение о том, что у трех компонентов момента шлпульса 
нет одновременно определенных значений и что у квадрата -мо­
мента импульса и одного компонента могут определенные значе­
ния 
быть (см. формулы (14.9 и (14.13)), можно показать на­
глядно. На основании сказанного ясно, что у вектора момента 
импульса не может быть определенного направления в простран­
стве. Но' одновременно существует определенное значение длины 
вектора и ее проекции, например, на ось Z . Обозначим этот 
факт на основании формул (14.14) и (14.15) следующим обра­
зом: 
Неопределенность двух других проеіщий_^ описывается наглядно 
за счет того, что один конец вектора -I находится в вершине 
конуса, а другой движется равномерно вдоль конуса так, что 
ях ^ ). 
(14.19) 
(14.20) 
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на оси ? , являющейся одновременно и осью конуса, образует­
ся проекция 'И X" (см. рис. 8). Образующая конуса и ось £ 
составляют при этом угол , который подчиняется условию: 
(14.21) 
Коротко говорят, что вектор Т предесситзует вокруг оси? . 
Допустим, что нам надо сложить моменты импульсов двух 
частиц, или моменты различной природы у одной частицы (на­
пример, орбитальный и собственный (спиновый) моменты элек­
трона). Обозначим опедато^ы складываемых моментов ^^шіульсов 
соответственно через 
ТУ* ^ Кван­
товые числа, описывающие абсолютные значения этих моментов 
Z 
Рис. 8. 
§ 15. Сложение моментов импульсов 
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импульса,обозначим через у и , а квантовые числа, опи­
сывающие проекции, обозначим соответственно через гпі и . 
Составим операторы: 
/Ч А ^ 
h -- L 
І г -  1 «+ Г» J (15.1) 
Исходя из формулы (9.27) и (I5.I), вычислим коммутаторы: 
"9 -(I, + . 
(15.2) 
После открытия скобок можно члены выражения, исходя из 
понятия коммутатора (9.27), сгруппировать следующим образом: 
Первый ж четвертый коммутаторы в правой части равенства 
можно найти по первой формуле из системы (14.9): 
^ 
(15.4) 
Далее проанализируем коммутатор . Сначала 
рассмотрим случай, когда ш^ет место сложение моментов им­
пульсов двух частиц. Тогда Іік зависит только от координат 
или параметров первой частицы, - только от координат 
или параметров второй. Так как координаты или параметры двух 
частиц являются независимыми переменными, то их операторы 
коммутируют. Еслі;^имеем дело с моментами разной природы од­
ной частицы, то I-fx зависит только от параметров, характе­
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ризующих момент первой природы, а ~ только от парамет­
ров другой природы. Эти параметры являются независимыми пе­
ременными. Значит, операторы в^ этом случае коммутируют. На 
этом же основании коммутатор Сігж, ^  также равен нулю. 
Учитывая вышесказанное, с помощью форлул (І5.І), (15.3) 
и (15.4) найдем: 
АЛ а т 
(15.5) 
/\ А 
Ана^гично можно получить и другие коммутаторы 
и . (Сравнивая эти результаты с квантовомеханиче-
ским определением момента импульса (14.9) приходим к выводу, 
что операторы, образованные на основании форяулы (15.I) 
действительно описывают момент импульса в квантовомехани-
ческом сшсле. 
Для результирующего момента импульса остаются в силе все 
результаты предыдущего параграфа, так как они получены на 
основании выражения (14.9). Так мы можем абсолютное значе­
ние результирующего момента импульса описать квантовш чис­
лом и проекцию квантовым числом ^  , при этом остаются в 
силе формулы (14.15) и (14.18). 
С практической точки зрения возникает вопрос, как найти 
квантовые числа J ж ^ для результирующего момента, если 
известны соответствующие квантовые числа и ^гіг^/ПгШ" 
моментов-слагаемых. 
Начнем с исследования сложения іфоекций. Сначала на ос­
новании второго уравнения системы (14.14) выпишем: 
Іуе fy = 
(15.6) } 
где 'h " А - собственные функции складываемых моментов. 
Применим теперь оператор г- - компонента" результирующего 
момента импульса к произведению и используем форму­
лу (5.4): 
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(15.7) 
/Ч 
В первом члене правой части выражения Iц действует лишь 
на функцию (из соображений, аналогичных тем, которые вы­
сказаны в тексте между форяулами (15.4) и (15.5)), во втором 
члене /д.» действует только на . Поэтому, учитывая форму­
лу (15.6), получим 
Из выражения (15.8) видим, что является 
собственным значением -Н - компонента результирр)щего момен­
та импульса. (Сравнив формулу (15.8) со вторым уравнением 
системы (14.14), получим правило сложения проекций момента 
импульса; 
т = (15.9) 
Здесь проекции момента импульса измерены в единицах . 
Нахождение квантового числа j гораздо сложнее. Целесо­
образно сначала рассмотреть конкретный численный пример, для 
которого возьмем ® А ~ S" * основании правила 
(14.18) найдем значения квантовых чисел Шіж 
mi = - е?, d. 
т 1 d- ^ 
Составим таблицу 2, в которой на местах пересечения ря­
дов и столбцов напишем числа ^  по правилу (15.9). 
Так как в рядах и в столбцах таблицы представлены все 
возможные значения ж иі2. . то в местах пересечения их по­
лучим все возможные значения 'и- . Начиная с первого ряда и 
переходя к третьему столбцу, вюжем убедиться, что существует 
следующий набор квантовых чисел /»г : 'і х j-^t / І ) 
£ На основании правила (14.18) данному набору проекций / «& 
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Таблица 2 
- I 0 I 
5 7 5 3 
2 2 2 2 
3 5 3 I 
2 2 2 2 
I. 3 I I 
2 2 2 2 
I I I 3 
2 2 2 2 
3 I 3 5 
2 2 2 2 
5 3 5 7 
2 2 2 2 
соответствует • Следующим шагом возьмем второй ряд, 
начиная со значения іу\ = - ^  и увеличивая его на единицу, 
направимся по второму столбцу. Так получим второй набор 
квантовых чисел для - • Этому набору 
по правилу (14.18) соответствует X . В первом столбце ос­
талась еще совокупность чисел ^ - ^ \ • Отсюда 
J- ^  . Этим мы доказали, что если - d J2. = то 
-І О^рэтим внимание на то, что наибольшее значение у' яв­
ляется суммой и , а наименьшее - их разностью. 
Проанализировав общий случай при составлении таблицы, 
можно получить следующий результат; 
'А • •  v/'roi 
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Здесь J может иметь отличающиеся друг от друга на еди­
ницу значения, начиная со значения до значения 
J* + i/z • Припомним, что квантовое число/' , которое нахо­
дится по форлуле (15.10), характеризует абсолютное значение 
результирующего момента импульса в виде t 7/ /J' . Пра­
вило (15.10) называется правилом сложения абсолютных значе­
ний моментов импульса. 
На основании формулы (15.10) видим, что абсолютное зна­
чение результирующего момента импульса может иметь только 
определенные дискретные значения. Результат существенно от­
личается от сложения моментов импульса в классической меха­
нике. В классической механике абсолютные значения результи­
рующего момента импульса могут принимать непрерывные значе­
ния от разности до суммы абсолютных значений складываемых 
моментов импульса. 
Наконец, рассмотрим сложение моментов импульса на осно­
вании наглядной модели, приведенной в предыдущем параграфе. 
Операторной схеме (I5.I) соответствует в этой модели схема 
сложения векторов 
(15.II) 
где на основании формулы (14.19): 
11,1 = 
(15.12) 
Сложение векторов (15.II) представим сначала с помощью 
обычного правила параллелограмма (см. рис. 9). Так как век­
торы ^ и дают' определенные проекции на направление 
вектора X , то на основаніш результатов предыдзшіего пара­
графа их проекциі^на др^ие оси неопределенны. Чтобы это от­
разить, векторы X/ и J* должны прецессировать вокруг ре­
зультирующего вектора Z . 
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Рис. 9, 
§ 16. Свойства орбитального момента импульса 
В качестве примера применения результатов двух предыду­
щих параграфов рассмотрш орбитальный момент импульса. One* 
раторы, описьюающие его компоненты,возьмем на основании $0{ь 
М];лы (II.3), Там использованы декартовы координаты ), 
В интересах практического применения часто бывает более це­
лесообразным вместо них использовать с^ерга^скже координаты 
г б If, где дря этом: 
Если преобразовать производные по , приведенные в фор-
глуле (ІІ.З), на основании выражений (І6.І), то получим сле-
дуюище результаты: 
(16.I) 
Л 
(16.2) 
(16.3) 
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Jlxs получения формулы (16.2) использоваж формулу (14.10) 
іфименительно к орбитальному импульсу. Оператор явля­
ется частью оператора Лапласа, зависящей от згглов: 
А 
Особенно прост оператор , в случае которого второе 
уравнение системы (14.14) легко интегрируется: 
(16.5) 
где ^ не содержит аргумента ^  . 
По физическому содержанию ^  должна быть однозначной. В 
сферических координатах это выражается следующим образом: 
f  t ( f )  .  (16.6) 
Из форяул (16.5) и (16.6) получим: 
(16.7) 
Переписав ее в виде: 
л  ^с StA л - d ^ 
приходим к выводу, что для орбитального момента импульса т 
является целочисленной. Из формулы (14.18) следует, что и J 
тоже должна быть целочисленной. 
Целое число, которое определяет абсолютное значение ор­
битального момента импульса, называют орбитальным квантовым 
числом (згпотребляют также термин азимутальное квантовое чис-
ло). Стандартным обозначением орбитального квантового числа 
является буква С . На основании форяулы (14.19) t 
есть абсолютное значение орбитального момента импульса. 
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Целое число, определяще проекцию орбитального момента 
импульса, называют орбитальным магнитным квантовым числом 
(обозначение ). Происхождение этого названия объясним 
позже (§ 23). На основании формуіш (14.20) met является 
проекцией орбитального момента импульса. 
Таким образом в формулах § 14 будем в cjqr^ae орбитально­
го момента импульса брать ^  ^ ж т ~ т ^  . Тогда из фор­
мулы (14.16) получим: 
t = О, I, 2, ... (16.9) 
Формула (14.18) приобретает вид: 
^ ^ ' (16.10) 
В интересах дальнейших практических применений отметим, 
что в курсе методов математической физики показано, что в 
случае орбитального момента ившульса в системе (14.14) в ро­
ли функции f выступает сферическая функция ' 
V Чіт, (fi, (^Ч'Я 
Зависимость функции от такая, как в формуле 
(16.5), зависимость же от намного сложнее; здесь мы ее не 
будем записывать, но в примерах применения цриведем в каче­
стве иллюстрации необходимые графики (см. § 22). 
Если необходимо сложить два орбитальных момента, то сле­
дует в формуле (15.10) брать и^і « А . 
Здесь и ^ - орбитальные квантовые числа отдельных час­
тиц, ъ. С - орбитальное квантовое число системы. Из формулы 
(15.10) получим: 
I Г,- V  ^  ^
' ' (16.12) 
Так как и ^ на основании формулы (16.9) неотрицатель­
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ные целые числа, то и орбитальное квантовое число системы по 
правилу (16.12) тоже будет таковым. Для инфорлации отметим, 
что орбитальное квантовое число системы в атомной спектро­
скопии обычно обозначается прописной буквой L . 
§ 17. Движение частицы в бесконечно глубокой 
одномерной потенциальной яме 
Исходя из графического изображения потенциальной энергии 
введем следующую терминологию. Область пространства, в кото­
рой полная энергия частицы меньше, чем потенциальная энерпія, 
называется потенциальным барьером. Область пространства, ок­
руженная потенциальными барьерами, в которой полная энергия 
частицы больше, чем потенциальная энергия, называется потен­
циальной ямой. Например, на рисунке 10 а в области X  <а  е  
Рис. 10 а 
существует потенциальный барьер, так как там полная 
энергия Е меньше, чем потенциальная энергия Ufr) . Область 
Ct ё является потенциальной ямой. На рисунке 10 б в 
области 0£>сс полная энергия больше, чем потенциальная, но 
область не называют потенциальной ямой, так как она не ок­
ружена потенциальными барьерами. 
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Рис. 10,6 
Исследуем движение частицы в одномерном поле, где потен­
циальная энергия удовлетворяет условиям (см. рис. II,а): 
1/ -
у» со . =о l/s оо 
О і X 
Рис. II,а 
12 89 
Гоо, ее^ -х ^ О 
(х) = 1" > °  
^ I ПГ\ ^ ^ ^ т» ^ ^ 
а7>^ ; J (17.1) 
В соответствии с формулой (I7.I) для каждой конечной энергии 
Е в области ос<^ о и х > С сріествует бесконечно высокий 
потенциальный барьер. В связи с этим, можно сказать, что в 
области О < X /L £ существует бесконечно глубокая потенци­
альная яма. Точнее говоря, рис. II а изображает бесконечно 
глубокую одномерную прямоугольную потенциальную яму. 
На основании формул (7.II) и (17.I) можно утверждать, 
что в данной проблеме гамильтониан не зависит от времени. 
Следовательно, существуют стационарные состояния. Полная 
волновая функция выражается с помощью формулы (8.12) следую­
щим образом: 
/ \1/ (х і )  = ^ ' 
Т ' fT7.2^ 
где Г и е следует находить в соответствии с формулами 
(7.II), (8.13) и (17.I) из уравнения: 
^ (17.3) 
В выражении гамильтониана, который находится в скобках, 
вместо частной производной взята полная производная, так как 
^ зависит только от аргумента ^ . При решении уравнения 
(Г7.3) потенщальную энергию следует брать из формулы (І7.І). 
Решение уравнения (17.3) позволяет на основании формулы 
(8.17) найти плотность вероятности нахождения частицы. Иными 
словами:равна вероятности того, что координата 
частицы находится в промежутке { х, X -f оСіх. ). 
Из формулы (І7.І) видим, что потенциальная энергия ста­
новится бесконечной на поверхностях X - ^  ж х - t , пере­
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секающихся с осью . Частица не может находиться на этих 
плоскостях (см. § 7). Таким образом, частица заперта в по­
тенциальной яме, изображенной на рисунке II а . В силу усло­
вия 2) из § 7 должны выполняться равенства: 
f(o)^0^ (17.4) 
Частица может находиться там, где потенциальная энергия 
не является бесконечной. Исходя из этого, можно на основании 
формулы (I7.I) уравнение (17.3) представить в виде; 
= ^  Г- (17.5) 
Обозначим 
] (17.6) 
тогда уравнение примет вид: 
/г ф 
^ о. (17.7) 
ах^ 
Исследуем сперва частный случай, когда ^ =0. Согласно 
формуле (17.6) в этом случае энергия ^  =0. Уравнение (17.7) 
имеет общее решение: 
(17.8) 
где (X ж ё являются постоянными. 
Используя граничные условия (17.4), наіідем кз форьгулы 
(17.8), что й = $ = Q. Такіал образом в случае А - О зслно-
вая функціш равняется тождественно нулю. Это однако на осно­
ве формулы (8.17) противоречит предположению, что частица 
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находится в потенциальной яме. Дрзггими словами: в потенци­
альной яме отсутствует состояние, в котором энергия частицы 
равна нулю. 
Перейдем к рассмотрению случая, когда кфо . Уравнение 
(17.7) имеет общее решение 
/ / с іх  л/ -  і  d X Y г а е ^ € е ^ (17.9) 
где Л 1L - постоянные. 
Пользуясь граничными условиями (17.4), найдем с помощью 
формулы (17.9) сначала, что 
(17.10) 
а затем, что 
а 'StA А^ .  (17.II) 
Из условия (17.10) форіула (17.9) дает нам: 
(17.12) 
где й - Z с/і 
Исследуем теперь условие (17. II). Если = О , то по 
формуле (17.12) функция ^  тождественно равняется нулю. Это 
находится в противоречии с формулой (8.17) при предположе­
нии, что частица находится в потенциальной яме. Следователь­
но, необходимо на основании формулы (17.II) требовать, что; 
(17.13) 
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Синус равен нулю, если его арітмент в целое число раз 
кратен ^  : 
(17.14) 
где п - целое число. Поскольку наш анализ действует в слу­
чае ^  О, то не может равняться нулю. 
Подставляя величину Л из фоі»іулы (17.14) в решение 
(17.12), получим 
.А , Л Л" лг Y ^ А — • (17.15) 
Без ограничения общности это целое число П- можно счи­
тать положительным. Если ^  - отрицательное, то /г - - / и 
в правой части формулы (17.15) получим: -Л ^ 
Здесь целое число, стоящее в аргументе, является положитель­
ным. Так как до сих пор не определено, то множитель (-1) 
можно отнести к определению константы. Значит можно взять: 
/г = I, 2, 3 ... • (17.16) 
В связи с по)іученным результатом удобно рассмотреть сле­
дующее наглядное представление условия (17.14). Цутг^ срав­
нения формул (1.5), (8.12) и (17.9) можно величине л сопо­
ставлять величину . Эта величина однако согласно фор­
муле (І.І) равна , где Я - длина волны де Бройля. 
Таким образом получим из условия (17.14): 
(І7-Г7) 
Формула (17.17) показывает, что на ширину потенциальной 
ямы укладывается целое число полуволн де Бройля. 
Учитывая результат (17.16), видим из формулы (17.14) , 
что константа л может иметь только дискретные значения. 
Это, в свою очередь, показывает на основании формулы (17.6), 
что энергая частицы в потенциальной яме может принимать 
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только дискретные значения: 
СГ Ti'-t'-n'-
л ' (17,18) 
Энергия по формуле (8.13) является собственным значением 
гамильтониана. В связи с этим, на основании определения, 
данного в § 14, целое число п следует называть квантовым 
числом. Учитывая определения, данные в § 8 и область измене­
ния квантового числа h. (см. формулу (17.6)), видим из вы­
ражения (17.18), что для основного состояния ^ =1, а для 
возбужденных состояний к > 1. 
Уровни энергии, определенные выражением (17.18), изобра­
жены на рисунке II б. Здесь - основной уровень, осталь­
ные уровни являются возбужденными уровнями. 
и.«3 
О 
Рис. II,б 
Вычислим, пользуясь формулой (17.18), расстояние глеаду 
соседними уровнями. По форглуле (17.18) энергия - монотонная 
фуньорія квантового числа ^ . Поскольку по форм^^ле (17.16) 
сосе.цние значения h, отличаются на едеіниЩ'% то разность 
энергий соседних уровней: 
9^ 
Если ^ велико, то из формулы (17.19) получим: 
(17-20) 
Сравнение формул (17.18) и (17.20) показьшает, что в 
случае больших квантовых чисел К выполняется условие = 
= -^ , т.е. происходит относительное сближение уровней энер­
гии. Другими словами: в случае больших квантовых чисел п. 
квантовая механика дает результаты, совпадающие с результа­
тами классической механики. В этом находит свое выражение 
принцип соответствия, который был сформулирован Н.Бором так: 
в случае больших квантовых чисел результаты квантовой меха­
ники должны совпадать с результатами классической механики. 
В физике принцип соответствия имеет более универсальное зна­
чение. Например, при малых скоростях совпадают результаты 
классической механики Ньютона и теории относительности Эйн­
штейна. 
Постоянную в форлуле (17.15) найдем из условий нормиров­
ки: 
t  
^ ^ » 2 ^ ^  ^  / J 
-tf— (17.21) 
Вычисляя интеграл, получим . Так как на ос­
новании результатов § 4. постоянная нормировки определена 
точностью множителя -е "^ (о*- - постоянное вещественное чис­
ло), то можно без ограничения общности выбрать константу 
А положительной: А ^ Гр . Таким образом получим из.форму­
лы (17.15) ноімвированную волновую функцию: 
• (17.22) 
95 
На основании результатов § 9 полученные волновые функции 
удовлетворяют условиям ортоноіяушровки 
^ ' (17.23) 
о 
в отличие от общей формулы (9.15) в данном интеграле не 
нужно пользоваться знаком комплексного сопряжения ддя второй 
функции, так как на основании (17.22) в нашем примере волно­
вые функции являются вещественными. 
В качестве иллюстрации на рисунке 12 а представлены 
функции л для первых четырех значений ^ . 
Рис. 12,а 
Плотность вероятности и/= Іі^/ ^  , вычисленная на осно­
вании формул (8.17) и (17.22), для этих же состояний изобра­
жена на рисунке 12 б. Как видно из этого рисунка, результаты 
квантовой механики существенно отличаются от результатов 
% 
Рис. II,б 
классической механики. По представлениялі классической меха­
ники все положения частщы равновероятны, и в соответствии с 
этим должно быть us ' і О , квантовой механике 
не может, например, частица в состояниях с/г=2 =4 
находиться в середине потенциальной ятш {X = -J— ), 
Анализ формулы (17.22) показывает (и это иляюстрир ет 
рисунок І2,а), что волновая фзтікціад , соответствующая 
уровню Btx превращается в потенциальной яі іе (/г - I) раз в 
нуль (не учитывается обращение в нуль ка краях потенци­
альной ямы). Здесь находит отражение частіПчіі случай так на­
зываемой осцилляционной теоремы: еолк расположить значения 
энергии дискретного спектра для одно­
мерного движения в возрастающем порядке (С/< J, 
то волновая функция (х), соответствующая уровню энергии 
Ек обращается (>г- I) раз в нуль при конечных злаченкях^\ 
Если частшщ может находиться только на конечноі.т отрезке оси 
X , то названные п - 1 нули волновой функцііл буд т нахо­
диться внутри этого отрезка. Детальныіл аналлзогл данііоП тео­
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ремы зашшаютсуі в цикле теоретической физики. 
Введем вместо новую переменную тс' по формуле 
^ ^  ' (17.24) 
Этот аргумент изменяется в промежутке\ ^ ^  . Сере­
дина ямы имеет координату х' = О* 
Обозначим волновую функцию, выраженную в штрихованной 
переменной через ^ /'х ^т.е. имеем 
1%')^  t (17.25) 
Теперь получим с помощью формулы (17.22): 
•у f -1 
- четное / ih е ( (17.26) 
i f z  — 1  п  -  нечетное .) 
Здесь в первой и второй формулах опущены несущественные 
множители (-1)'*'^ и (-і)^'^ соответственно (см. § 4). 
В связи с записью (17.26) часто вводят квантовое число 
п по формуле 
^ ' (17.27) 
ТакийЛ образом основное состояние имеет =0, а для / 
возбужденных состояний >0. 
Введем еще обозначение 
(17.28) 
Тогда получим из (17.26) м (17.27); 
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(*г'4^)Ях' St>l 
п - нечетное 
[ті^ Ccfd (17.29) 
у/ ^ четное 
Теперь удобно познаіл^миться с оператором инверсіш (обыч­
но обозначается через р ). В одномерном случае этот опера­
тор определяется так: 
(17.30) 
где f('^% произвольная функция аргумента . 
Если подействовать оператором инверсии на функцию 
то получим из (17.29): 
(--() (17.31) 
Если п является четным, то функция ^/t' является чет­
ной функцией. При этом принято говорить, что четность БО.Т.С-
вой функции есть +1. Если же волновая функция является не­
четной, то говорят, что ее четность равна -I. В курсе теоре­
тической физики доказывается, что четность волновой функции 
имеет определенное значение, если гамильтониан не изменяется 
под действием оператора инверсии. 
Наконец, рассмотрим три численных примера. 
В первом Щ)имере выберем в роли ^  массу молекулы (по­
рядка 10 кг) и і ~ 0,1 м. Это приблизительно соответ­
ствует ситуации, когда молекулы газа находятся в сосуде, у 
которого расстояние между стенками 10 см. Из формулы (І7.Г:0) 
получим при этих условиях разность энергий соседних уровне/1 
Atn— ^ >6 . Исследуем, какова могла бы быть ве­
личина квантового числа ^ . Порядок величин энергии, соот­
ветствующей среднему значению кинетической энергии молекул 
газа равна кг ( к - постоянная Больщіана, Т - абсоліотная 
температура). Приравнивая эту величину правой части выраяе-
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ния (17.18), получим для квантового числа оценку: 
~ А. Y74-—' 
^ ^ Гктгн . (17.32) 
Из этой формулы получим при комнатной температуре « — 
2гі0^. Следовательно, порядок д ^ п. будет 10"^^ . 10 9S> = 
= І0~^^ . Напомним, что на основании результатов опыта 
Франка-Герца воспринимаются обычно дискретныгли такие энерге­
тические уровни, расстояния между кототылш порядка I эВ. В 
нашем примере они приблизительно в 10 раз меньше.Так плот­
но располо;кенные энергетические уровни воспринимаются как 
сплошной спектр. 
Во втором примере возьмем в роли ^  массу электрона, а 
Доставим іірелсним (свободные электроны в металле). Формула 
(17.20) даст нам теперь л /г .^S . Далее можно, 
как и в предыдущем примере, убедиться, что уровни энергии 
располагаются очень плотно. 
В третьем примере возьмем в роли ^  массу электрона, а 
^ возылем порядка размеров атома ( ^  - іО~^® м). Из форглулы 
(17.20) следует ^ с п ~ ^ об . По сравнению с преы-
дущшы приілерами, здесь особенно реально проявляется дис­
кретность уровней энергии. 
§ 18. Частица в бесконечно глубокой трехмерной 
потенциальной ял№ 
Рассмотрим движение частіщы в следующем особом поле. По-
теіщиальная энергия равна нулю в пряілоугольном параллелепи­
педе о ребран)*^*", в , (см, рис. 13). Вне этого парал­
лелепипеда пусть потенциальная эн рг.ія превращается в беско­
нечность . 
Напомниі і из § 7, что частіща не может ііаходііться та^;, 
где потенциульная энергия бесконечна. Таким образогл, в ноллем 
пршлере частица заперта в бесконечно г.лубокоя і]э^лерноіі по-
тенцг:а;іьнок жіе. 
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Рис. 13., 
В соответствил с формулалш (7.II) и (8.13) уравнение 
Шредингера для стационарных состояний в трехмерной потенци­
альной яі іе имеет следующий вид: 
11 
•г 'И 
(І8.І) 
Так как частица не мояет выйти за цределы потенциаль­
ной ямы, то при решении уравнения (І8.І) на основе формулы 
(8.17) надо учитывать следующие граничные условия: 
ф (О, If, г) = с? Л 
f 1^,^,1) =<? 
fix,о,г) -^о 
d ( i,i) ^  о 
f < =с 
f I f J 
(18.2) 
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Здесь первое условие показывает превращение волновой 
функции в нуль на ірани Z. = О» второе - на ірани X = Ct т 
т.д. 
Найдем решение уравнения (18.I) методом разделения пере­
менных: 
(18.3) 
где функции и , и зависят только от соответствующих 
аргументов Д* , у и В . 
Подставив решение (18.3) в уравнение (І8.І) и поделив 
все выражение на произведение и , получим: 
где штрих означает производную по тому аргументу, от кото­
рого соответствующая функция зависит. Например, ' 
Левая часиь выражения (18.4) является суммой трех чле­
нов, из которых первый зависит только от ос , второй - толь­
ко от у и третий - от £ . Правая часть этого выражения яв­
ляется константой (см. § 8). Формула (18.4) получена из 
уравнения Шредашгера для стационарных состояний, которое 
действительно для произвольной точки (^'.у . ^  )потенциаль­
ной яіш. Поэтому равенство (18.4) гложет выполняться лишь при 
условии, что Ксіждое слагаемое левой части является констан­
той: 
Іі 3,т 
iL/n 
и 
it 2,^ 
Здесь ^ J. я ^ 3 "" 
вует следующая связь: 
константы, і.іеліду . отоі .г,;; су:;ест-
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Еъ ~  ^ .  (18.6) 
Представим уравнения (18,5) в виде; 
' вС-х*^ JLm 
J i fn = fa "" 
' ^ ^  =5."^-
-2./л 
(18.7) 
7 
Выявляется полная аналогия этих уравнений с уравнением 
(17.5). Аналогия имеет место и в граничных условиях. Пред-
ставигл, напршлер, детально первое граничное условие (І8.2)на 
основании формулы 
(18.3): 
иіо).іГ(^ ).и/(г)' О- (18.8) 
Учитывая ранее сказанное, оно должно выполняться в про­
извольной точке грани х *  =  0 .  Значит U(o )  -  о .  
Продолжая анализ этим же методом, получим: 
U( 0 ) = 0  ^  с Г ( о ) ^ 0  ,  и г ( а ? ^  О  
и(ое)^0 ,  сг(в)-0 J иг(е)=0. 
Здесь просматривается полная аналогия с граничными усло­
виями предыдущего параграфа (17.4). Следовательно, мы можем 
использовать формулы предыдущего параграфа (17.16), (17.18) 
и (17.22). Учитывая это, найдем из формул (18.3) и (18.6) 
решения для задачи с трехмерной потенциальной ямой: 
F (¥•)'-
(18.10) 
(18.9) 
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где квантовые числа , /^г и определены следующим обра­
зом: 
Лі — I, 2, 3, ... 
Пг = I» 2, 3, ... 
= I, 2, 3, ... 
(18.12) 
Квантовые числа ж изменяются независимо друг 
от друга. 
Волновые функции (18.II) удовлетворяют условию нормиров­
ки: 
* ^ г 
' • (18-13) 
с о о 
Интерес представляет анализ случая & . в  этом 
случае частица находится в кубе. Обозначим длину ребра куба 
через і . Из формул (18.10) и (18.II) получим: 
с . (п^ •*-/г^ і-/7%) (18 Л4) 
и.(18.15) 
Основное состояние (см,§ 8) возникает по (роррлуле (13.12) 
тогда, когда и приобретают миюшально возмохшые 
значения - у. Тогда энергия частіщы по форглу-
ле (8.14) будет: 
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(18.16) 
При выборе других троек квантовых чисел ( /і,) мы 
получим возбужденные состояния. Для получения первого воз­
бужденного уровня два квантовых числа остаются равными І,а 
третье цриравнивается к 2, Для этого имеется 3 возможности, 
которые характеризует таблица 3. 
Таблица 3 
/г/ Пг 2. 2. 2 
П г Ч -  n s  
2 I I 6 
I 2 I 6 
I I 2 6 
При этом интересно отметить, что разным тройкам квантовых 
чисел по формуле (18.15) соответствуют разные волновые функ­
ции , но энергия в этих состояниях по 
формуле (18.14) будет одинаковой: 
^ 
Такое положение возникает и при решении многих других 
задач квантовой механики (например, в водородоподобном ^ ато­
ме). Стали применять следующую терминологию. Разные состоя­
ния, которым соответствует одинаковая энергия, называются 
вырожденными состояниями. Число таких состояний с одинаковой 
энергией называется кратностью вырождения уровня энергии. 
В рассмотренном нами выше примере основной уровень невы-
роаденный, но первый уровень энергии - трехкратно вырожден, 
так как одноглу значению энергии соответствуют три разных 
функции состояния. 
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§ 19. Туннельный эффект в случае прямоугольного 
барьера 
Рассмотрим одномерное движение частицы в поле, в котором 
потенциальная энергия выражается в виде (см. рис. 14): 
I если I область "1 
-ш^йфсли П область V (19.1) 
если ос  ^О III область 
Постановка проблемы пусть будет следующей. Допустим, что 
в I области частица движется в положительном направлении оси 
Z . Зададим воцрос, возможно ли найти частицу в III области, 
если ее полная энергия удовлетворяет условию: 
СІ9.2) 
Условие (19.2) показывает, что при такой постановке 
проблемы II область служит потенциальным барьером. Исходя из 
рис. 14, такой барьер называется ПРЯМОУГОЛЬНЫМ барьером. Ве­
личины Ue TIL t называются соответственно высотой и шириной 
барьера. 
Проанализируем сначала воцрос на основе классической ме­
ханики. Полная энергия частицы ^ - величина сохраняющаяся. 
В I области полная энергия чисто кинетическая. Во II области 
закон сохранения энергии выражается следующим образом: 
CI9.3) 
где - импульс частицы. При условии (19.2) является 
1ШИМЫМ. Из этого следует, что частица не может попасть во II 
область. Следовательно, частицу невозможно обнаружить и в 
III области. Классическая механика на вышепоставленный воп­
рос дает отрицательный ответ. Можно сказать, что потенщіаль-
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ША 
Рис. 14. 
ный барьер препятствует перемещению частицы из I области во 
II область. Иными словами, с позиции классической механики 
потенциальный барьер нецреодолим. 
Чтобы найти ответ на вопрос с точки "зрения квантовой ме­
ханики, придется исходить из уравнения Шредингера. Если по­
тенциальная энергия удовлетворяет условию (19.I), то гамиль­
тониан не зависит от времени. Можно использовать результаты 
§ 8. Волновая функция гр'(х, t ) выражается в соответствии с 
формулой (8.12) следующим образш: 
^ " /тя-; ^ (19.4) 
где энергию частицы ^  и функцию ^(х) находим на основании 
уравнения Шредингера для стационарных состояний (8.13): 
С учетом формул (7.II) и (19.I) гамильтониан выражается 
следующіш образом: 
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^  Z/n 
tt 
o^x'^  
f Uo 
I область 
П область 
III область, 
(19.6) 
Поскольку гамильтониан по областям выражается различно, 
то целесообразно и уравнение (19.5) выписать по областям: 
(19.7) f-if 
.ti рф 2м ^ ^  та: ^ ^ 
где индексы при указывают конкретную область. В уравне­
ниях (19.7) В везде одинакова, так как будучи собственным 
значением гамильтониана, она является постоянным числом. 
Уравнения (19.7) - линейные дщ^ібренциальные уравнения с 
постоянными коэффициентами. Введя обозначения: 
й - ІЛ^(£ K f '  ^  
перепишем эти уравнения: 
(19.9) 
(19.8) 
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решениями уравнений (19.9) являются; 
Y^(r)-Ai^ -t&,e 
. i /(ГЯС -T 
+ s ^ e  
l i г - -i h^ 
4k(x)=As^ ' V-^s^ / 
(19.10) 
где /if , /la. , /^s , - константы. 
Выпишем сначала полную волновую функцию I области, исхо­
дя из формулы (19.4) 
-*-0^^ • (I9.II) 
Проанализируем стоящие в первой части формулы,члены. Фа­
за первой волны является аргументом первой экспоненциальной 
функции без мнимой единицы. Приравняв его к константе, полу­
чим уравнение поверхности постоянной фазы первой волны: 
(19.12) 
Если взять производную по времени, то Л* - фазовая ско­
рость первой волны. Из формулы (19.12) получим: 
X = 
(19.13) 
Так как t.yO ц К4^0 то ^  ^ С? . Следовательно, 
первая волна распространяется в положительном направлении 
оси X . Такую волну в данной проблеме называют падающей 
волной. Тем же методом получим выражение для фазовой скоро­
сти второй волны: 
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(19.14) 
Отсюда X . Значит, вторая волна расцространяется 
вдоль оси X в отрицательном нащ)авлении. Такую волну назы­
вают отраженной волной. 
Полная волновая функция в III области вьфажается через 
фоішулы (19.4) и (19.10) следующим образом: 
Пользуясь вышеприведенным приемом, обнаружим, что первая 
волна распространяется в положительном нащ)авлении оси х . В 
данной проблеме эту волну называют прошедшей волной. Вторая 
волна распространяется вдоль оси а? в отрицательном направ­
лении. В III области нет физических причин для отражения 
волны. Поэтому в действительности такой волны в III области 
быть не может, и следовательно, Bj = 0. 
Используем условие I) из § 7, которому должно удовлетво­
рять решение уравнеиія Щредингера. Применяя его по іфаям об­
ластей, получим: 
(19.15) 
(19.16) 
Црименяя формулы (19.10), где =0, можно условия 
(19.16) записать в следующем виде: 
ПО 
dg.^ i-
І(4-І4)' ft (-a^-hiz.) 
~x€^g. n С-а,_ e e • f X '  •)^ la^e 
( h e  (19.17) 
Здесь приняты следующие обозначения: 
л ^ _ вз. ^ _ bz /у 
тг, > °'^ =Т^  "9.18) 
а? ^  
ifa/n <хТо'£21 
(19.19) 
К ' (19.20) 
Вспомним, что постоянная і\і - величина, описывающая па­
дающую волну. -плотность вероятности в падающей 
волне на основании формулы (4.3). Так как в начале параграфа 
сделано цредположение, что частица падает на барьер, то 
Ф- 0. Поэтоілу в формулах (19.18) деление на Л-» вполне оправ­
дано. 
В системе (19.17) имеется четыре уравнения дут опреде­
ления неизвестных ^ , d'/ , и <яг^ . Припомним, что из по­
становки вопроса в начале параграфа нас интересует возмож­
ность попадания частицы в III область. Чтобы найти ответ на 
этот вопрос по формуле (4.5) и (19.15) (в последней Ьъ. = 0) 
надо знать только константу ЛІ , так как - плотность 
вероятности нахождения частицы в III области. В связи с тем, 
что по формуле (19.18) , из системы (19.17) нужно 
найти лишь (Жь . Пользуясь правилом Крамера (вычисление оп­
ределителей) это довольно легко сделать.Результат будет сле­
дующим: 
III 
ч». л — — . 
OLx' ГТ г (19.21) 
Отделив в знаменателе действительную и мнимую части, по­
лучим: 
(19.23) 
Найдем квадрат модуля : 
г 
Из формул (19.8), (19.19) и (19.20) следует, что 
Отсюда видно, что в случае существования барьера іг  ^  0. 
Таким образом, из форщш (19.23) ItZsl^^ О . Плотность ве­
роятности нахоадения частицы в III области Icc^l' 
' 1^41''. Так как А и (Хз, не равны нулю, то значит и 
^ 0. Частица может проникнуть в .III область. На вопрос, по­
ставленный в начале данного параграфа, квантовая механика да­
ет положительный ответ. Частица может пройти через потенци­
альный барьер. Это прохождение частицы через потенциальный 
барьер принято называть туннельным эффектом. 
Сравнивая выражения волновой функции в I и III области 
(см. формулы (19.II) и (19.15), где у энергии £ одинаковое 
значение), придем к важному выводу: частща выходит из потен­
циального барьера с той же энергией, что и при паденшт на 
барьер. Может возникнуть опасение, что в случае туннельного 
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эффекта у частицы в произвольной точке барьера кинетическая 
энергия равняется отрицательной величине В ^ 
Вспомним из § 13 соотношение неоцределенностей Гейзенберга, 
по которому в состоянии, когда у частицы координаты имеют 
определенные значения, ее импульс неопределен. В соответст­
вии с этим и кинетическая энергия неопределена. Поэтому вы­
шеупомянутое опасение не имеет оснований. Для наглядности 
можно воспользоваться следующей интерпретацией. Если коорди­
ната частицы фиксіфована, то неопределенность импульса час­
тицы бесконечно велика на основании соотношения неоцределен­
ностей (13.4). Следовательно, частица обладает кинетической 
энергией, достаточной для преодоления барьера с конечной вы­
сотой. 
Для количественного описания туннельного эффекта исполь­
зуют коэДіФипиент прозрачности (или коэффициент прохождения) 
барьера, который определен как вероятность іфохождения 
барьера. Исходя из этого определения, можем коэффициент про­
зрачности О вычислить, как отношение плотностей вероятно­
стей в прошедшей и падающей волнах: 
D - • (19-25) 
Ошфаясь на выражения (19.18) и (19.23), получим формулу 
для вычисления коэффициента прозрачности: 
/Хе . 
Здесь связь между параметрами, описывающими барьер, выявля­
ется на основании формул (19.19) и (19.24). 
Используя численное значение постоянной Планка, можно, 
исходя из выражения (19.19), получить следующую расчетную 
ае -- /^^ГгьйгвТ^йУ , 
(19.27) 
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где ЗС выражается в обратных ангстремах, а и F в элек-
тронвольтах, tnt - масса электрона. 
С практической точки зрения в значтлых случаях {m-mt , 
^ - порядка размеров атомов, о - В порядка нескольких 
электронвольтов), параметр в формуле (19.26) достаточно 
велик. В таком случае sk ае£ и сЯ %/ уже мало отличаются 
друг от^ дсуга. Оценивая их, можно принять 
%е . Такш образом, в формуле (19.26) основную зависи­
мость дает экспоненщіальная функция, так что порядок вели­
чины . Учтем определение af , данное в форгл^гле 
(19.19). Получшл формулу для приближенного вычисления коэф­
фициента прозрачности пряглоугольного потенциального барьера: 
^ (19.28) 
Формула (19.28) показывает, что коэффициент прозрачности 
барьера быстро убывает, если увеличивается масса частицы, 
высота потенциального барьера Ue и ширина потенциального 
барьера ^ . 
В случае параметров макроскопических частиц формула 
(19.28) дает значения Р , которые практически равны нулю. 
Вспомним из § 13,что для макромира величина ^ очень мала. 
Взяв в формуле (19.28) ее пре?;елъное значение ^ , полу­
чим Р с? , означающее, что в случае макроскопических час­
тиц туннельный эффект отсутствует. 
Для микрочастиц в некоторых случаях встречается барьер в 
виде представленного на рисунке 15 (см. пример из следующего 
параграфа). Он получается, как предельный случай барьера, 
представленного на рисунке 14, когда £ ^  , Тогда из фор­
мулы (19,28) D-. Это означает, что бесконечно широкий 
потенциальный барьер не может преодолеть и мжрочастица. 
В заключении цредставіш в виде иллюстрации оцененные на 
основатш формулы (19.28) значения коэффициента прозрачности 
в зависішости от ширины барьера, если . 
Результаты вычислений данк в таблще: 
ІІ4 
U(x)k 
ц 
Рис. 15. 
Таблица 
I 1,3 1.5 1.8 2,0 5,0 10,0 
D 0,10 0,05 0,03 0,016 0,010 1,2-10"^^ 
Отсюда видим, что если ш}фина барьера , то величина 
коэффициента прозрачности достаточно велика, но уке 
коэффициент прозрачности становится нпчтолско ?лалым. 
§ 20. Оценка туннельного эффекта в общем случае 
В ігредыдуіцем параграфе ш рассглг.тріівали прохождение час­
тицы через прямоугольный барьер. На практике такого вида 
барьеры встречаются редісо. Учитывая э о, попробуем для барь­
ера произволыюіі форід-н, который представлен і-га рисунке 16, 
обоби^гть по^гі^чекьтіе б іфедциущем параграфе результаты. 
Атіроксіл-^іруем этот барьер с поглощьи ^ прямоугольных 
бар.горо.ч. Коордгагаты І'Х)?ІІІГЧ?£ЫХ конечных точек t -ого барьера 
оиозн;іч-^и-: через Я\.у л Х^, при этом \і 2:^ і ^  . Та-
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Рис. 16. 
КИМ образом, ширина >г -ого барьера будет ^  X* - з*/, 
На отрезке выберем цроизвольную абсциссу 
Значение функции выберем высотой данного п -ого 
барьера. На основании формулы (19.28) сможем выписать при­
ближенную формулу для коэффициента л -ого барьера: 
(20.1) 
Пусть число частиц, падающих на прямоугольный барьер, 
состоящий из ^ прямоугольных барьеров, будет л с . Тогда 
п е р в ы й  б а р ь е р  п р о х о д и т  ч а с т и ц ,  в т о р о й  D s f ч а с ­
тиц и т.д. ^  -тый барьер цроходит л о час­
тиц. Таким образом, коэффициент прозрачности этого сложного 
барьера; 
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Цри учете форь^лы (20.1) получим приближенный результат: 
(20.3) 
Коэффициент прозрачности D для барьера заданной форш 
(плавная кривая на рис. 16) получим в том случае, когда^ 
будет приближаться к бесконечности, а ширина каждого прямо­
угольного барьера іфиблизиться к нулю: 
£5=4)^^'^'' (20.4) 
Подставляя приближенное выражение из (20.3) в 
формулу (20.4) и учитывая непрерывность экспоненциальной 
функции, получим: 
- ^ • (20.5) 
Предел, имеющейся в формуле суммы, представляет собой 
определенный интеграл. Таким образом получим приближенную 
формулу для вычисления коэффициента прозрачности потенциаль­
ного барьера произвольной форш: 
D- ^ * (20.6) 
где пределы ex. 4 ощюделяются из условжй; 
( а ) -  f 'J 
у В , j (20.7) 
Если возншсает потребность в точном вычислении коэффици­
ента прозрачности, то придется исходить из уравнения Шредин-
гера для 
потенциальной энергии в случае, изображенном на ри­
сунке 16. Зная решения уравнения Піредингера , можно сравнить 
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вероятности нахождения частицы до барьера и после него. Та­
ким образом можно вычислить и коэффициент прозрачности. 
В качестве примера применения формулы (20.7) рассмотрим 
холодную эмиссию электронов из металла. Под этим явлением 
понимают выход электронов из холодного металла под дейст­
вием электрического поля. 
Длл анализа используем рисунок 17, где область со­
ответствует металлу, область >(?-вакууму. Сначала рас-
смотриь'1 случай, когда электрическое поле отсутствует. Так 
как электроны гфи низкой температуре сами из металла выйти 
не могут, то зависимость потенциальпой энерпк от координаты 
л: должна изображать жтоная ломаная линия на рис. 17. Раз­
ность представляет собой работу выхода. Можно сказать, 
что при отсутствии электрического поля выходу электронов 
препятствует бесконечно ш^фокші потенциальный барьер, Поло-
U(x)i 
U. \ 
\ 
\ 
14 
1 \ 
' \ r 
0 і « 
Рис. 17. 
жение сущестзенно изменится, если приложить в отрицателт>:-гоы 
направлении вдоль оси 3? однородаое элер:тр;іческое поле, аб­
солютную величину напряженности которого обозначю.і через 6 . 
Тогда потеіщиальная энергия вне ?леталла вырглается; 
Шз:)- с (20.8) 
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где заряд электрона обозначим, как и в § 7, в виде 
Функцию (20.8) изображает пунктирная линия на рисунке 17. 
Теперь видим, что ширина потенциального барьера стала конеч­
ной, в силу чего электроны смогут путем туннельного эффекта 
выйти из металла. Так и возникает холодная эмиссия. 
Ширину потенциального барьера ^ сможем вычислить из ус­
ловия (см. рис. 17). С учетом формулы (20.8) 
получим: 
Используя выражение потенциальной энергии из  op^ y   
(20.8) в общей формуле (20.6), сможем найти коэффициент про­
зрачности барьера для случая холодной эмиссии: 
(20.10, 
Здесь имеется простой шітеграл степенной функции. После 
его Бычислеюія получигл: 
г'Де 
о ^  (- > 
-
 ^/2-
= ""iTd 
(20.11) 
(20.12) 
- постоянная с размерностью напряжеьшости электрического по­
ля, которая описывает металл. 
Из формулы (20.11) видирл, что в случае коэффи­
циент прозрачности барьера очень мал. Следовательно, возншс-
новения холодной эмиссии электронов можно ожидать лишь при 
условкл, когда напряженность внеюнего электрического поля 
равна или иолыие. 
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Если в формуле (20.12) взять типичный порядок величины 
{/^'6 - 1 эВ, то получим Вщ -• 10®;^ . Таким образом, на­
пряженность электрического поля для возникновения холодной 
эмиссии должна быть ІО^ . 
Туннельный эффект имеет и много других применений. В 
курсе ядерной физики убедимся, что с помощью туннельного эф­
фекта можно объяснить явление радиоактивного -распада. 
§ 21. Схема решения уравнения Щредингера в 
центральносимметричном поле 
Иентральносимметричным полем называют потещщальное по­
ле, если найдется точка, называемая центром поля, обладающая 
таким свойством, что потенциальная энергия частицы в произ­
вольной точке зависит лишь от расстояния меаду этой точкой и 
центром поля. 
Для описания движения частицы в центральносимметричном 
поле целесообразно использовать сферические координаты (t , 
), поместив их начало в центр поля. Из центральной сим­
метрии поля следует, что потенциальная энергия частицы V за­
висит только от аргумента t , который представляет собой 
расстояние от частицы до центра. Так можно записать ХГ = 
= \/- Ь соответствии с этим получим из формулы (7.II) 
гамильтониан частицы в центральносимметричном поле: 
И ^ ^ (21.1) 
Важным примером центральносимглетричного поля можно рас­
сматривать электрическое поле, создаваемое ядром водородопо-
добного атома, 
в котором движется электрон. Потенциальная 
энергия выражается в этом случае по формуле (7.16). 
Эту формулу с определенным приближением можно обобщить и для 
случая многоэлектронного атома. Если имеется элемент с по­
рядковым номером 2 , то его заряд равен "Zt ж вокруг ядра 
движутся iS электронов. Рассмотрим конкретный электрон, ко­
торый находится от ядра на расстоянии Z .Одновременно на­
чертим вокруг ядра, как центра, шар радиусом t . Упомянутый 
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выше электрон можно рассматривать движущимся в поле, которой 
создается ядром и остальными электронами. Считая это 
поле центральносимметричным, можно на основании теоремы 
Остроградского-Гаусса утверждать, что на данный электрон 
действуют лишь те заряды, которые находятся внутри описанной 
сферы. В этой сфере находится ядро и некоторая доля осталь­
ных 2f электронов. Эти электроны ослабляют действие заря­
да ядра на рассматриваемый электрон. В таком случае принято 
говорить, что происходит экранирование заряда ядра. Учитывая 
экранирование и взяв формулу (7.16) в качестве образца,можно 
потенциальную энергию конкретного электрона выразить в сле­
дующем виде: 
_ d ^ 
им - - г ' С2І.2) 
где функция носит название функции экранирования. 
Если ,то^ = <г' ;в остальных случаях моно­
тонно возрастатпщая функция, имеющая положительное значение. 
При 2--» оэ б приобретает значение ^-У . Добавим, что 
предположение о центральносимлетричном поле находит примене­
ние 
и в решении гтопсс проблем ядерной физики. 
С учетом вышесказанного представляет интерес исследова­
ние общих свойств движения частицы в центральносимметричном 
поле. Сначала обратим внимание на то,что гамильтониан (21.I) 
не зависит от времени. В связи с этим на основании результа­
тов § 8 возникают стационарные состояния, для которых волно­
вая функция выражается с помощью формулы (8.12) следующим 
образом: 
t (21.3) 
К , 'f'(т, , 
Здесь энергию Е и функцию следует найти из 
уравнения Шредингера для стационарных состояний (8.13); 
Іі  ^  ^
^ (21.4) 
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Таким образом, iipo6jjeMa сводится к решению уравнения 
(21.4), где гамильтониан ^ взят из формулы (21.I). Подста­
вив в формулу (21.I) оператор Лапласа в сферических коорди­
натах, получим: 
л  _ д _ А  «  у ,  /  W ? ;  
И-- ' (21.5) 
где - часть рператора Лапласа, зависящая от углов 
(см. (16.4)). 
Используя формулу (16.2), гаглильтониан гложно представить 
в следующем виде: 
Н ^ > (21.6) 
—г 
где I, - оператор квадрата орбитального момента импульса. 
Вычислим коммутатор ГV . Используем правило (9.29), 
на основании которого можно сначала таити комг іутатор каждого 
члена гамильтониана с оператором X* и затем результаты 
сложить. Если учесть формулу (16.2) для оператора , то 
становится очевидным, что первый член гамильтониана коммути­
рует с оператором 
, так кагі , - независимые пе­
ременные. Второй член гамильтониана коммутирует с оператором 
, потому что каждый оператор коммутируем сам с собой 
(§ 9). Так как У('г) зависит только от только от 
и / , то ясно, что третий член гамильтониана тоже коммути-
тирует с оператором L . Если подвести итог по правилу 
(9.29), то получим: 
= о . (21.7) 
л  ^  
Для вычисления коммутатора L J можно воспользова­
ться выіпеупомянутыгл приемом, если опираться на формулз^ 
(16.3). Результатом будет: 
, (21.3) 
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Формулы (21.7) и (21.8) с учетом результатов § II пока­
зывают, что в центральносимглетричном поле у частицы одно­
временно с определенныгл значением энергии существуют опреде­
ленные значения квадрата ее орбитального момента и одной 
проекции. 
На основанші формулы (21.4) является собственной 
функцией оператора ^ . Кз форг.гул (21.7) и (2^.8) видно,что 
оператор И комглутирует с оператораг.^і^ L г • § 14 
известно, что кодФаутиргтот операторы L и . Отсіода след;>— 
ет, на основании ь- II» что у операторов ^ и і-г о:лл:іэ 
собственные функции. Используя это обстоятельство и вспом::-
ная форг.тулы (IS.II), целесообразно ЛСГ.ІЛТЬ рекіение ^фаЕііеніія 
(21.4) в таком звде: 
^f r , e , f ) -  '  (21.9) 
где функцию /? называют радііальноіі водного.:!: ф}дпщ::еі1. 
Такиг.і образом ?.южно привести следующее словесное определе­
ние, В выражении полной волновой функціпі, описывающей двже-
ние частіщы 
в центральносигжетричногл поле, тот множитель, 
которші зависит только от расстояния мезду частицен и цент­
ром полл, называется радиальной волновой функцией. 
Подставив ^ 33 формулы (21.9) в уравнение (21.4), полу­
чим на основании выражений (13.II) и (21.6) следующее диИ&е-
реншіальное уравнение лля определения радиальной волновой 
функции: 
(21.10) 
Теперь мо:шо сс^орм^-лировать схему нахождения стационар­
ных состояНіПІ в центра.^нос:ггд іетріганом поле следзчлхтгі обра­
зом. Полная во.тііовая й^тпсцти внра^ісіется формуле-: "(21.3), ее 
коордцінатнЕіі': г.-^о;л:ітель Быр;Ш:;ется Гіорі Пліо;": (21.9), где энер-
г:ло и раДіі;гіЬлу J зо;піовую уупкц^а слс;:^'ет нзходит^ из дійОс-
реіщ/илльиого :;:.азііек:зі (21.10). Т?лк;и образом, з=,ся проблеь.і 
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сводится к решению уравнения (21.10). 
Если имеем дело с разными центральносимметричными поля­
ми, то уравнение (21.10) имеет различный вид, так как Vf'i) 
различны. Таким образом, имеем разные радиальные волновые 
фунгащи и спектр энергий. Но во всех этих полях зависимость 
волновых функций от О и ^  одинакова. Это определено сфери­
ческими функциями (см. формулу (21.9)). 
в уравнении (21.10) встречается орбитальное квантовое 
число £ , но отсутствует орбитальное магнитное квантовое 
число . Значит, энергия ^  не зависит от квантового чис­
ла . Если учесть формулы (21.9) и (16.10), то придем к 
выводу, что энергии с фиксированным квантовым числом і- со­
ответствует ) различных волновых функций. Таким об-
т^^зом в центральносиішетричном поле уровни энергии ( ) 
- кратно вырождены (c»f. оцределение § 18). 
На примере центрйльносимметричного поля уместно позна­
комиться и с оператором инверсии в трехмерном случае. Обоз­
начим его через р . По определению: 
• 
где / - произвольная функция радиуса-в ктора ^ . 
Если применить оператор Р к волновой функции 
раженш (21.9), то, используя свойства сферических 
можно доказать равенство: 
= С-у/ 
Стало традицией говорить, что в цен^альносимьіетричном 
поле четность волновой функции равна (-1) . Если t - четное 
число, то f является четной функцией; если t - нечетное 
число, то 5^ - нечетная функция. 
В слзгчае центральносимметричного поля конкретные значе­
ния орбитальных квантовых чисел обозначаются строчными ла­
тинскими буквами по следующей схеме: 
(21.11) 
в вы-
функций, 
(21.12) 
12^ 
I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 
% f> d f ^ к i к i m к 0 <f ^ t 
Например, состояние, для которого ^ =2, называют oL - сос­
тоянием. 
Рассмотрим норглировку волновой функции в центральносим-
метричном поле. Будем исходить из формул (4.5), (4.8), 
(8.17) и (21.9). Учтем, что элемент объема в сферических ко­
ординатах : 
^ (21.13) 
(см. рис. 18). Таким образом получим; 
Рис. 18. 
-?=<? -О f-o 14) 
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Пределы интегралов в формуле (21.14) выбраны таіс, чтобы га­
рантировать требуемое в общей формуле (4.8) ттегрирование 
по всему пространству. 
Поскольку в интеграле (21.14) встречается произведение 
двух сошожителей, из которых один зависит только oT-t , 
другой - только оі: уі Y , то интергал можно представить в 
виде произведена: 
ix) 
Второй іінтегр;і.іі б форьтуле (21.15) по условию норг.пгоовки 
сферической функцші равен единице. Так получіп т формулу: 
J (21.16) 
Ч-О 
которгія BRpajicacT условие норшгрор;;;: рад>іально:і волновой 
функции. 
Отметт,1, что в некоторых приложениях бывает целесообраз­
ным брать вместо радиальной волновой ф^шкцтш новую 
функцию А которая определяется следующим образом: 
(21.17) 
йфазив отсюда функцию ^  и вычислив требуемые производ­
ные, получим из уравнения (21.10): 
(21.18) 
где 
(21.19) 
Из формул (21.16) и (21.17) сле.цз'ет ус.-[о-^:о иоргггрованіія 
для функции Х(- -
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/ ix (t)l Vi- (21.20) 
0 
Дадим интерпретацию результатов (21.І8)-(2І.20). Учиты­
вая формулы (7. II) и (8.13) видигл, что уравнение (21.18) шю-
ет вид уравнения Шредингера для одномерного случая, когда в 
роли потенциальной энергии выступает функция 
уорглула (21.20) является условием нормировки волновой фушс-
ции для соответствующей задачи в одномерном случае. Исходя 
из этих результатов величину ('г) , определенную выра­
жением (-21.19), называют эффективной потенциальной энергией. 
В последнем выражении нрптрттятр>.7г^и^й •ч.ттйтт на­
зывается центробежной энергией. В S - состояниях центробеж­
ная энергия равна нулю и эффективная потенциальная энергия 
равна обычной потенциальной энергии. В остальных состояниях 
центробежная энергия положительна. Добавление положительного 
слагаемого к потенциальной энергии эффективно означает до­
бавление сил отталкивания. Отсюда появился и термин "центро­
бежная энергия" (а не "центростремительная"!). 
Вспошив, что решение задачи центральносимметричного по­
ля состоит в нахождении радиальной волновой функции, сделаем 
итог преобразования (21.17). С помощью этого преобразования 
при использовании эффективной потенциальной энергии стано­
вится возможным свести задачу трехмерного движения к решению 
задачи одномерного движения (21.18). 
§ 22. Плотность вероятности нахождения частицы 
в центральносимметричном поле 
Обратился к распределенш вероятности нахождения частицы 
в центральносимметричном поле. Плотность вероятности w 
сможем найти из формулы (8.17), если в нее подставить выра-» 
жения для ^  из формулы (21.9). По § 4 аго/^ равна вероят­
ности нахождения частицы в элементе объема На рисун­
ке 18 представлено объемом тела, напоминающего малень­
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кий куб (см. формулу (21.13)). В целях наглядной интерпрета­
ции рассмотрим элемент телесного угла cLSl ъ направлении, 
определенном углами 0 ж ^ \ 
(22.1) 
На основании формул (21.13) и (22.1) найдем: 
oi\f ^  оСх SI . (22.2) 
Выражение 
(22.3) 
равно вероятности нахождения частицы на расстояниях от цент­
ра между ( J в телесном угл0<з^Л.. 
Если проинтегрировать выражение (22.3) по все^іу телесно­
му углу, получим вероятность того, что частица находится на 
расстояниях между ( от центра поля; иньми слова­
ми: результат такого интегрирования равен вероятности нахож­
дения частицы в слое, находшцемся между поверхностягли двух 
шаров с радиусами t и . Обозначим вышеупомянуті^ю 
вероятность в виде Ddt , где величину О называют радиаль­
ной плотностью вероятности. С помоіцью ош^санного метода най­
дем из формулы (22.3): 
РІнтеграл по условию нормировки сферической функции равен 
единице. Значит: 
(22.5) 
Если интегрировать выражение (22.3) по t s, пределах от 
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о до , получим вероятность нахождения частицы в телесном 
угле dQ' . Запишем результат в виде f 'Р) ЫЛ , где ве-
личину f(0/ называют угловой плотностью вероятности. 
Таким образом, получим: 
№деющийся здесь интеграл по условию нормировки (21.16) 
радиальной волновой функции равен единице. Следовательно: 
f(0,^ ) = (22.7) 
Поскольку сферическая функция Уете( ,^) зависит от аргу­
мента ^ лишь через множитель (см. § 16), то 
^ не зависит от аргумента . Но параметриче­
ская зависимость от квантового числа сохраняется, по­
скольку множитель функции %тс зависящий от аргумен­
та & , содержит в виде параметра квантовое число • Вы­
числения показывают, что при этом /Уе/я^ I ^ зависит па­
раметрически только от абсолютного значения квантового чис­
ла tni . 
в связи с употреблением формулы (22.7) напошіш, что в 
наших рассувдениях ось 2 выделяется так, что орбитальный 
момент импульса дает на эту ось проекцию іие t . Одновременно 
напомним, что угол является углом между радиусом-вектором 
и осью Z (см. формулу (16.I)). 
Сравним формулы (22.5) и (22.7). Первая из них показыва­
ет, что радиальная плотность вероятности определена радиаль­
ной волітовой ф^шкщіей, которая различна в различных цент­
рально сигшетричных полях (см. текст после форг пта.! (21.10)) . 
Вторая фопмула показывает, что угловая плотность вероятности 
равна 
квадрату модуля аЬерпческоЁ агткцли. Распределение ве­
роятности такого вида во всех центральносіттіетричных полях 
яв.яяется одинаковым. 
3 качестве илшострации па писуике 19 предеTaBinsi угловою 
плотность вороятности для 5-^ р - і\ оС -состоянті:. На рі!-
сунке использован так называемый метод полярной диаграммы, на 
которой полярной осью выбрана ось ^ , а полярным углом 
Напомним, что в методе полярных диаграмм длина радиуса-век­
тора, проведенного из полоса к точке кривой равна значению 
функции при аргументе . Например в р -состоянии, когда 
= ±1» угловая плотность вероятности максимальна, если 
Ь 5г/г, 
О 
S - электроны 
2 
VP 
p-электроны 
oo 
d-электроны 
Рис, 19. 
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в сферических координатах угол ^ изменяется в пределах 
XJ . Поэтому математически корректной на рисунке 19 
считается только та кривая, которая находится на одной сто­
роне от оси 3S , например,справа. Но в целях большей нагляд­
ности рисуют симметричную кривую и по другую сторону от оси 
Z . Если иметь в виду, что угловая плотность вероятности не 
зависит от угла ^  , то можно представить приведенные на ри­
сунке 19 кривые вращающимися вокруг оси . Так мы получим 
в известном смысле пространственное представление о распре­
делении угловой плотности вероятности. 
Как видно из рисунка 19, в S - состоянии угловая плот­
ность вероятности не зависит от угла & , т.е. угловая плот­
ность вероятности является центряльносимметричной. В осталь­
ных состояниях наблюдается зависимость угловой плотности ве­
роятности от утла . Так уже в ранее рассмотренном слу­
чае р -состояния, когда = +1, видно,что угловая плот­
ность вероятности отличается от нуля практстески лишь в на­
правлениях, перпендикулярных оси 2 . По приближенной клас­
сической аналогии этому соответствует движение в плоскости, 
перпендикулярной оси Z ; в таком случае кіасс гческш"і момент 
импульба ориентирован вдоль оси г . Здесь проявляется соот­
ветствие с квантово-механическнми проекция?ж момента шлпз.^ль-
са , что в данном случае (/«г = +1) даст нам + Ес­
ли в -состоянии = О, то угловая плотность вероятности 
практически отлична от нуля лишь в направлениях, которые об­
разуют малый угол с осью 2- . По классической аналогии ось 
г находится в плоскости орбиты, а проекция момента импульса 
на ось Z равна нулю. Так выявляется соответствие с кванто-
вомеханической проекцией момента импульса **>€ 7t , где = О. 
Вышеприведенные полярные диаграммы имеют большое практи­
ческое значение цри исследовании межатомных взаиі.іодействий 
(например, в проблеме химической связи). 
ІЗІ 
§ 23. Движение электрона в водородоподобном атоме 
Определение водородоподобного атома дано ранее в § 7. 
Потенциальная энергия электрона в электрическом поле атомно­
го ядра выражается формулой (7.16).Как было выяснено в § 21, 
это поле является центральносимметричным, а центром поля 
является ядро. Чтобы описать квантово-механическое движение 
электрона в водородоподобном атоме, следует решить дифферен­
циальное зфавнение (21.10) радиальной волновой функции R(t), 
для которой потенциальная энергия выражается формулой 
(7.16): 
Нас интересует здесь связанная система, состоящая из 
электрона и ядра. На основании § 9 движение электрона явля­
ется финитным, а его спектр энергией дискретным. В рамках 
курса общей физики не отводится столько времени по програм­
ме, чтобы представить ход решения уравнения (23.1). Поэтому 
представим лишь результаты вычислений. 
Исходя из уравнения (23.1) энергия электрона в водородо­
подобном атоме выражается формулой: 
F - _ f (23.2) 
1це константу 
о JUsSL. (23.3) 
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называют постоянной Рвдберга"^. Здесь і^е. - масса электрона, 
d- элементарный заряд, -к - постоянная Планка, ^  - ско­
рость света в вакууме, €„ - электрическая постоянная. Под­
ставляя в выражение (23.3) численные значения универсальных 
постоянных, получим ^ = 1,09737312 * м. 
В выражении энергии электрона (23.2) h. является целым 
числом, принимающим значения 
л = I, 2, 3, ... (23.4) 
Целое положительное число, определяющее энергию электро­
на в водородоподобном атоме, называется главным квантовым 
числом (обозначается через п. ). 
Из формулы (23.2) ввдно, что при увеличении квантового 
числа h. увеличивается и энергия. Таким образом, по формуле 
(23.4) в основном состоянии >^ = I, в возбужденном/!?^ (см. 
террлинологию из § 8). В качестве иллюстрации на рисунке 20 
представлены уровни энергии электрона в атоме водорода (2; = 
= I в формуле (23.2)). Отметим, что на приведенном нами ри­
сунке не учтено движение ядра (масса ядра считается беско­
нечно большой). Вследствие этого знание энергии электрона 
определяет энергию всего атома. Поэтому можно также сказать, 
что на рисунке 20 приведена схема уровней энергии атома во­
дорода. 
При решении уравнения (23.1) выясняется, что радиальная 
волновая функция зависит параметрически от главного кванто­
вого числа >г и орбитального квантового числа С . Дші фикса­
ции этого факта радиальная волновая функция обозначается 
символом Вычисление показало, что квантовое число 
^ при фиксированном значении главного квантового числа /г , 
может иметь следующие значения: 
4 т, 
В связи с тем обстоятельством, что в университетском 
курсе атомной физики изучению квантовой механики предше­
ствует изучение 
главы о простейших закономерностях атом­
ных спектров, будем использовать константу Ридберга в 
шкале волновых чітеел (fR] = ). Постоянная Ридберга 
в  ш к а л е  ч а с т о т  е с т ь  R c  и  в  ш к а л е  э н е р г и й  е с т ь  R h c  . В  
литературе две последние также часто обозначают через ^ . 
153 
E«=0 
Em — OJS 
^--AW 
Рис. 20. 
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t = -f^Z, . • (23.5) 
Ha основании § 16 ТТТГмР t: является абсолютной ве­
личиной орбитального момента импульса электрона. По резуль­
татам § 21 (-1)^ есть четность волновой функции электрона. 
Вспомним из § 16, что в случае фжсированного орбиталь­
ного квантового числа £- орбитальное магнитное квантовое 
число гні приобретает значения, которые показаны в формуле 
(16.10). Так как у квантовых чисел большая роль в описании 
состояний электрона, то перепишем эту формулу снова в данном 
параграфе: 
те = ^ • (23.6) 
На основании § 16 >"/ Г является проекцией орбитального 
момента импульса электрона. 
Полная волновая функция электрона в водородоподобном 
атоме выражается в соответствии с формулами (21.3), (21.9) и 
(23.2) в виде: 
(23.7) 
где 
В дальнеАшеи будем называть функцию коротко про-
СТО волновой функцией (сравн. § 8). 
Из фо|жіулы (23.2) видно, что энергия электрона в водоро­
доподобном атоме определяется только квантовніі числом . 
Таким образом, по терминологии § 18,появляется вьфождевяе 
уровня FH . Выясним с помощью выражения (23.5) й (23.6), 
сколько различных воішовых функций соответствует 
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уровню ^й. . Это число является кратностью вырождения уров­
ня . 
в соответствии с формулой (23.6) найдем, что каждому 
значению квантового числа t соответствует (2^+ I) значе­
ний квантовых чисел/я« , и следовательно 2^+1 функций 
квантовое число ^ приобретает значе­
ния, указанные в формуле (23.5), найдем число волновых функ­
ций, соответствующих фиксированному значению квантового чис­
ла п- , т.е. фиксированной энергии и , следующим образом: 
^ , (23.9) 1=о 
Формула (23.9) показывает, что кратность вырождения 
уровня равна Следовательно, основной уровень невы­
рожден, а все остальные энергетические уровни являются вы­
рожденными. 
В качестве иллюстрации рассмотрим таблицу 4, в которой 
познакомим с символикой, принятой для описания состояний 
электрона в водородоподобном атоме. В ней орбитальное кван­
товое число дается по сшлволике § 21, но перед ншл пишется 
главное квантовое число. Например, состояние, для которо­
го >»=2и^=І, имеет символ 2/>. Отметим, что такой сим­
вол еще не определяет состояние однозначно, так как в нем 
отражено значение квантового числа . 
Таблица 4 
Уровень 
энергии 
Кратность 
вырожде­
ния 
Волновая 
функция 
Квантовые числа 
Символ сос­
тояния 
п 
г 
тс 
I 2 3 4 5 6 7 
е, I I 0 0 I & 
ег 
4 
hoc 
% І 0  1 
2 0 0 2 S 
2 
2 
I 
I, 
-I 
0 zp 
136 
Продолжение табл. 4 
I 2 3 4 5 6 7 
2 I I 
^гоо 3 0 0 3 s 
V
 1 V 3 I -I 
i^SiO 3 I 0 гр 
Вг 
3 I I 
3 2 -2 
9 ^ І-І 3 2 
-I 
fsi*' 3 2 0 C
O 
fsx/ 3 2 I 
3 2 a 
В качестве иллюстрации выпишем нормированные волновые 
функции электрона, которые соответствуют основному и первому 
возбужденным уровням: 
. X, 
УІ/ 
(23.10) 
Константу с размерностью длины 
с /г 
(23.11) 
Ж те 
называют радиусом Бора. Подставив в выражение (23.11) чис­
ленное значение универсальных постоянных, получим а„ = 
= 0,529177 -ІО-^^м. 
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в качестве комментария к формулам (23.10) отметтт сле­
дующее. Основной уровень невырожденный и ему соответствует 
одна едтственная волновая функция . Первый возбужден­
ный уровень энергии четырехкратно вырожден, т.е. существует 
четыре состояния с разными волновыми функциями 
а . Волновые функции, соответствующие остальным уров­
ням^ имеют более сложный вид (их можно посмотреть в учебнике 
/2/ в § 59). 
В качестве следующей иллюстрации рассмотрим рисунок 21, 
где для некоторых состояний изображена радиальная плотность 
вероятности (см. формулу (22.5)), вычисленная с помощью ра­
диальных волновых фушщий, найденных из уравнения (23.1). 
Кттдницей длины на рисунке выбран радиус Бора . Приведен­
ные примеры указывают на то, что радиус Бора служит естест­
венной единицей длины для описания внутриатомных явлений. 
за. 
35 
Ь-. 
О 
3d 
О 
Рис. 21. 
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Например, на кривой, изображающей радиальную плотность веро­
ятности для основного состояния , имеется максимум при 
. Это расстояние, на котором радиальная плотность 
вероятности приобретает максимальное значение, является наи­
более вероятным расстоянием электрона от ядра. Таким образом 
получим следующую интерпретацию: радиус Бора равняется наи­
более вероятному расстоянию электрона от ядра в основном 
состоянии атома водорода. Напомним, что для вычисления ради­
уса Бора имеет месФо формула (23.11). 
С помопіью рисунка 21 получим еще одну интерпретацию для 
главного квантового числа п . Рисунок показывает, что с уве­
личением главного квантового числа электрон с большей ве­
роятностью находится на больших расстояниях от ядра. 
На основании вышесказанного л іжо с помощью формулы 
(23.2) найти энергию ионизации водородоподобного атома. По 
определению это - энергия, которую необходимо затратить для 
удаления электрона, исходя из основного состояния. В ос­
новном состоянии главное квантовое число л = і. Ионизации 
соответствует цредельное значение /».-»•<*> . Следовательно, 
энергия ионизации выражается следующим образом; 
^ (23.12) 
Пользуясь формулой (23.2), получим: 
(23.13) 
Численное значение константы АХ с. равно 13,60 эБ. Её 
используют в качестве единицы измерения расстояний между 
уровнями энергии атома; эту единицу измерения называют тэид-
бергом и обозначают символом . Итак, d = 13,60 эБ. 
Бспомним, что по формуле (8.17) является плот­
ностью вероятности нахолсдения электрона. В іесто нее в целях 
большей наглядности выберем другую функцию: 
Р(7, (Ь ^  
(23.14) 
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где ^ - абсолстиая величина заряда электрона. 
Если проинтегрировать фркцию по всему про­
странству, то получим, учитывая условия нормировки волновой 
функции (21.14): 
(23.15) 
Выражение (23.15)' показывает, что величину р С 
можно рассматривать, как пространственную плотность заряда, 
создаваемр) электроном. Наглядное изображение этой плотности 
заряда называют электронным облаком. Для различных вырож­
денных состояний зфовня ^#1 будут различными и волновые 
функции І^піте • Следоват льно, на основании формулы (23.14), 
форма электронного облака для разных состояний будет различ­
ной. Для нахожденияV вида электронного облака следует исхо­
дить из формулы (23.8). В связи с этим подчеркнем, что в 
форме электронного облака находит отражение как радиальная 
волновая функция, так и сферическая функция. Иллюстрации к 
форме электронного облака рассмотрены на рис. 22, где свет­
лые области соответствуют большим значениям f . Более каче­
ственные в типографическом отношении фотографии электронного 
облака можно найти ~в § 59 учебника /2/. 
Перейдем к рассмотрению магнитного момента электрона. 
Во-первых, вспомним из классической электродинамики, что ес­
ли частица с зарядом ^  и массой М имеет момент импульса "С, 
то у нее есть и магнитный момент^ , который выражается фор­
мулой: 
~ (23.16) 
Применяя эту формулу к электрону, следует взять 
(£ - элементарный заряд) и А/ = с. Тогда получим: 
іГ- - — ' (23.17) 
1^0 
Н m^Q Zp tp m^O 3^/ 
4f m»3 4 
Ы ш~/ 
2?t m-0 ^f ni~0 4 f  m  
Рис. 22. 
При переносе полученного результата в квантовую механику 
учтем то обстоятельство, что в формуле (23.17) ^  и /Че яв­
ляются универсальными константами. На основе вектора   aqp -
ческой'механики 'С мы образовали орбитальный момент 1Г , 
компоненты которого описываются операторами, выражающимися 
формулами (II.2). Так из вьфажения (23.17) получим оператор 
орбитального момента электрона: 
jr^ . (23.18) 
Возьмем отсюда проекцию на ось 2 
(23.19) 
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Подействуем оператором jkt на волновую функцию 
(23.20 
А 
Вспомнш формулу (16.3), на основании которой зависит 
только от У . Тогда: 
^ * (23.21) 
что на основе форнул (16.II) и (23.7) дает: 
. (23.22) 
Величину 
іЛ. (23.23) 
называют магнетоном Бора. Подставив в формулу (23.23) чис­
ленные значения констант, получим = 0,92741 • 
Формула (23.22) показывает, что измеренная величина про­
екции орбитального момента электрона, на основании результа­
тов § II, есть -mt . В связи с этим принято назы­
вать орбитальным магнитным квантовым числом^. Одновременно 
видим, что магнетон Бора является естественной квантовой 
В книгах, где ограничиваются лишь рассмотрением орби­
тального магнитного квантового числа электрона, обычно 
квантовое число обозначают символом т и называют 
его просто магнитным квантовым числом. Наше учебное по­
собие тоже оіраничивается рассмотрением орбитального ма­
гнитного момента импульса, но в следующей главе универ­
ситетского курса атомной физики возникает необходимость 
использовать и спиновое магнитное квантовое число.В свя­
зи с этим мы употребим здесь более длинное название для 
Ml . 
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единицей измерения матитного момента. 
Подводя итоги, отметим, что мы получили для описания 
состояния электрона в водородоподобном атоме три квантовых 
числа: С тв. . Главное квантовое число приобретает зна-
чвйия, указанные в формуле (23.4). Это квантовое число опре­
деляет энергию электрона и характеризует наиболее вероятное 
расстояние от электрона до ядра; одновременно оно показыва­
ет, какие значения может приобретать орбитальное квантовое 
число С (см. формулу (23.5)). Орбитальное квантовое число 
характеризует абсолютное значение орбитального момента им­
пульса электрона и четность волновой функции электрона; од­
новременно оно показывает, какие значения может иметь орби­
тальное матитное квантовое число (см. форяулу (23.6)). Ор­
битальное магнитное квантовое число характеризует проекцию 
орбитального момента импульса и проекцию орбитального маг­
нитного момента электрона. 
§ 24. Атомный спектр водорода 
Рассмотрим бегло испускание электромагнитного излучения 
изолированными атомами водорода. Терминология спектроскопии 
говорит, что в этом случае возникает атомный спектр водоро­
да. 
Вспомним из классической электродинамики, что в случае 
излучения существенное значение имеет дипольный момент. Из­
лучение, возникает лишь при условии, что вторая производная 
от дипольного момента по времени отлична от йуля. 
В случае атсяла водорода дипольный момент ^ в классиче 
ской физике выражается формулой: 
(24.1) 
где С - элементарный заряд и -г - радиус-вёктор электро­
на. 
Попытаемся, исходя из формулы (24.1), построить оператор 
дипольного момента. Обратим внимание на то, что в формуле 
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(24.1)) €. является универсальной постоянной, но получение 
оператора из вектора ^ довольно проста По правилу § II опе­
ратор ^  определяется таким образом, что его действие на про­
извольную функцию означает умножение этой функции на век­
тор г : 
• (24.2) 
Так получим оператор дипольного момента: 
• (24.3) 
В регистрирующей аппаратуре в конечном итоге находит от­
ражение средняя величина дипольного момента . С учетом 
принципа соответствия (§ 17) аппаратура должна регистриро­
вать излучение тогда, когда вторая производная ^ 1t> по вре­
мени отлична от нуля: 
^^>^0 . (24.4) 
Средняя величина дипольного момента для состояния, опи­
сываемого волновой функцикй iff .выражается на основании фор­
мул (II.II), (24.2) и (24.3) следующим образом: 
(34.5) 
где интегрирование происходит по всему цространству. 
Вычислим сначала в качестве иллюстрации среднее значение 
дипольного момента для стационарных состояний атома водоро­
да, где волновая функция выражается формулой (23.7). В инте­
ресах данного параграфа выпишем ее в таком виде: 
(24.6) 
ІИ 
где ^ означает сокращенно комплекс трех квантовых 
чисел {п , € ж . 
Учитывая формулы (24.5) и (24.6), получим для стационар­
ных состояний: 
~е (24.7) 
Четность функции по результатам § 21 есть (-1)^ , 
где С - орбитальное квантовое число. Четность функции 
равна (-!)*" , иными словами: - четная функция. Сле­
довательно, в подинтеіральном выражении (24.7) нечетная 
функция и интеі^ал равен нулю: 
^^>^0 . (24 8) 
Формула (24.8) показывает, что в стационарном состоянии 
дипольный момент равен нулю. Условие (24.4) не выполняется. 
Следовательно, в стационарных состояниях атом не излучает. 
Результат тривиальный, так как энергия атома в стационарном 
состоянии постоянная. 
Можно надеяться, что излучение возникает тогда, когда 
атом переходит из одного стационарного состояния (волновая 
функция ^  ) в другое (волновая функция '•Рл'). На основе 
принципа суперпозиции этот переход описывает волновая функ­
ция: 
(24.9) 
где С и С отличные от нуля константы. Если ср ^ то 
Тр-СР и переход отсутствует. Переход отсутствует и тогда, 
когда одна из постоянных равна О, например, dо , Тогда 
'Ф' = С ^  f но по § 4 волновые функции ж с описывают 
одно и то же состояние. 
Вычислим теперь , если волновая функция выражается 
формулой (24.9): 
19 1^5 
+ с '"с J}'Щ,' (24.10) 
Здесь первый и третий интегралы (вместе с элементарным 
зарядом) представляют в соответствии с формулой (24.5) ди-
польные моменты стационарных состояний а. ил'. Они равны 
нулю на основании только что приведенного доказательства 
(см. формулу (24.8)). 
Лдя преобразования формулы (24.10) используем выражение 
волновой функции (24.6): 
- -е е ^ К (24.11) 
где в скобках символ С. С. обозначает величішу, комплексно 
сопряженную с первым слагаемым. Это обозначение произошло от 
английских слов " c<ptyu^<xtc сс>^р€сж', 
Обозначіш: 
En 
иг = Иг (24.12) 
^ ' (24.13) 
Вектор называют дипольным моментом перехода 
На основании форк^ул (24.12) и (24.13) из выражения 
(24.11) получш: 
(24.14) 
Взяв из выражения (24.14) вторую производную по времени, 
получигл: 
. (24.15) 
Выражение (24.15) показывает, что среднее значение ди-
польного момента колеблется с круговой частотой л/ . Если в 
классической физике дипольный момент колеблется с круговой 
частотой aJ , то система испускает электроматитное излуче­
ние с той же частотой. Используя принцип соответствия, можем 
сказать, что uf 
является круговой частотой и в квантовой 
механике. Вернемся теперь назад, к формуле (24.12) и увидигл, 
что мы обосновали правило частоты Бора. 
Условие возникновения излучения (24.4) сводится с учетом 
формул (24.14) и (24.15) к c e y I e^^y: 
^ фо , (24.16) 
Иначе говоря, можно выразить это так: излучение возника­
ет тогда, когда дипольный момент перехода отличен от нуля. 
Условия, которые определяют возможность излучения, называют 
правилагди отбора. Эти правила вытекают из требования, чтобы 
дипольньй момент перехода был отличен от нуля. 
На основании вышесказанного для выведения правил отбора 
необходимо рассмотреть интеграл (24.13). Вспошив определе­
ние , напишем, опираясь на форм^^лу (23.8), интеграл сле­
дующим образом: 
(24.17) 
Возьмем кошоненты вектора Sb в декартовой системе ко­
ординат: _ ^ ^ 
^ ^ 
- /г 
(24.18) 
Эти интегралы анализируют в сферических координатах, 
опираясь на формулы (І6.І) и (21.13). Чтобы пол^'чить пред­
ставление , выпишем детально выражение для ^ : 
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if * 
» . = ( ! ' j % ^ е , г ) % ' ^ ( д , ^ ] 5 й , '  С о ) Ш р )  (24.19) 
e-ofttf * 
Из § 16 вспомним, что зависит от только че­
рез экспоненциальный множитель . Значит можно напи­
сать: 
2)х ^ (24.20) 
где коэффициент пропорциональности равен произведению ин­
тегралов, взятых по t IL & , 
Дяя преобразования выражения (24.20) используем формулу' 
J / -с \ 
/• (24.21) 
Таким образом: 
J ^ у (24.22) 
Эти интегралы отличны от нуля лишь при условии, что вы­
ражение в скобках равно нулю. Результат обычно выражают че-*-
рез приращение орбитального магнитного квантового числ^ 
- f>T€ • S связи с этим после интегрирования по І> 
получим следующие условия для того, чтобы была отлична от 
нуля: 
Л Л. ^  ^ 
(24.23) 
т.е. орбитальное магнитное квантовое число должно измениться 
на единицу. Условие (24.23) является одним из правил отбора. 
Чтобы найти все правила отбора, следует проанализировать в 
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щие: 
выражениях и все интеіралы. Результаты следую­
£ , Н ф О  1  
^ tj -
л А 
(24.24) 
где 4 /I и 4 ^  определены аналогично л fne . 
Отметим, что второе и третье правжзіа отбора (24.24) по­
лучены, опираясь на свойства сферических функций. Благодаря 
этому, на основании § 21 они имеют более общее значение: они 
действительны в 
случае произвольного центральносимметрично-
го поля. 
Исходя из форь^л (23.2), (24.12) и (24.24) теперь просто 
найти частоту излучения фотона при переходе . 
Результаты проиллюстрированы на рисунке 20, где указаны 
длины волн для спектральных линий» Определения спектральных 
серий разъяснены в таблице 5. В основе определения серии ле­
жит значение главного квантового числа конечного состояния. 
(24.25) 
Таблица 5 
Название 
серии 
Главное Главное кван- Область в шкале 
квантовое товое число электромагнит-
число ко- начального ных волн 
нечного состояния 
состояния 
Серия .Яяймяня I 2, 3, 4, . 
ультрафиолето­
вая 
видимая 
Серия Балъмера 
Серия Пашена 
Серия Брэкета 
Серия Ш нда 
Серия Хампфри 
2 .3, 4, 5, 
3 4, 5, 6, 
4 5, 6, 7, 
5 6, 7, 8, 
6 7, 8, 9, 
инфракрасная 
инфракрасная 
инфракрасная 
инфракрасная 
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